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Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Verhalten polyelektrolytischer Gele und Hydro-
gelschichtsysteme auf Basis der Kontinuumsmechanik zu modellieren. Die Untersuchung
des Materialverhaltens gegenüber externer Stimulation erfolgt anhand numerischer
Simulationen, wodurch Einblicke in den komplexen Quellprozess und darin auftretende
Phänomene gewährt werden. Die vorgenommene Modellierung und Simulation gestattet
dabei eine Optimierung der Systemeigenschaften für den Anwendungsfall. Anwendungs-
fehler und die Anzahl nötiger Versionen zur Systemgestaltung können hierdurch eﬀektiv
verringert werden.
Hydrogele stellen wichtige Vertreter aus der Klasse intelligenter Materialien dar, d.h.
sie sind in der Lage auf Umwelteinﬂüsse durch eine reversible Änderung ihrer Materialei-
genschaften zu reagieren. Sie bestehen aus einer mit Wasser gefüllten Polymermatrix, in
welcher ionische Ladungsträger vorliegen. Dabei sind mobile Ladungsträger im Wasser
enthalten. Die Materialeigenschaften von Hydrogelen beruhen auf ihrer chemischen
Zusammensetzung und können jeweils speziﬁsch für ihren Anwendungsfall angepasst
werden. So reagieren polyelektrolytische Hydrogele mit einem reversiblen Quell- bzw.
Schrumpfungsprozess auf externe elektrische Felder und die Änderung der chemischen
Zusammensetzung im umgebenden Lösungsmittelbad.
Die reversible Volumenänderung gegenüber externer Stimuli eröﬀnet Hydrogelen ein
breites Anwendungsfeld. Insbesondere sind sie für die Entwicklung neuer Messsysteme
relevant, da über klassische Messgrößen hinaus auch sehr speziﬁsche chemische Größen
untersucht werden können. Auch eignen sich Hydrogele als aktive Komponenten mi-
kroﬂuidischer Ventile, welche auf die Zusammensetzung des Fluides reagieren. Da sie
keine externe Ansteuerung bzw. Energieversorgung benötigen, sind sie leichter miniatu-
risierbar als klassische Ventile. Aufgrund ihrer hohen Leistungsdichte sind Hydrogele
prinzipiell auch für die Entwicklung leichter und energieeﬃzienter Aktoren geeignet.
Hierbei stellt die von der Größe des Hydrogels abhängige Reaktionszeit bislang jedoch
eine Hürde dar, wodurch ihr Einsatz in kleinskaligen Anwendungen wahrscheinlicher ist.
Die Kombination mehrerer Schichten aus Hydrogelen ermöglicht hierbei die Anwendung
als Biegeaktoren bzw. Messsysteme mit erhöhter Genauigkeit.
Da ein fundiertes Wissen über die komplexen Vorgänge im Hydrogel eine große Rolle
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bei der Weiterentwicklung neuartiger Anwendungen spielt, wird in dieser Arbeit das
komplexe Materialverhalten numerisch abgebildet. Hierbei wird insbesondere Wert
auf die Interaktion der chemischen, elektrischen sowie der mechanischen Domäne
gelegt. Dabei wird a priori angenommen, dass die komplizierte Mikrostruktur des
porösen Hydrogels als Kontinuum darstellbar ist und die relevanten Phänomene über
Feldgleichungen abgebildet werden können.
Es wird eine Einführung über polyelektrolytische Hydrogele und Hydrogelschichtsys-
teme gegeben, wobei insbesondere auf deren mikrostrukturellen Aufbau und daraus
ableitbare Einsatzgebiete eingegangen wird. Mittels eines Überblicks über Modellierungs-
ansätze in der publizierten Literatur werden die hier verwendeten Modellierungsansätze
motiviert und in das Umfeld bestehender Vorarbeiten eingeordnet. Nach der Einführung
notwendiger Grundlagen der physikalischen Chemie wird die Modellbildung mit der
gewählten Kinematik, den Bilanzgleichungen und den Materialgleichungen zur Beschrei-
bung von Hydrogelen und Hydrogelschichtsystemen vorgestellt. Die Bilanzgleichungen
umfassen hierbei die Massenerhaltung des Polymers und der ionischen Spezies, die
Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie die Maxwell-Gleichungen. Nach der Beschrei-
bung geeigneter Materialgleichungen folgt eine Zusammenstellung des gekoppelten
chemo-elektro-mechanischen Feldproblems. Zur Lösung des gekoppelten Feldproblems
wird die Finite-Elemente-Methode (FEM) genutzt. Die Validierung des erstellten Mo-
dells wird anhand eines Quellexperiments von Frijns et al. durchgeführt. Durch den
Vergleich mit einem auf der Theorie Poröser Medien (TPM) basierenden Modells kann
das hier verwendete Modell abgeglichen werden, wobei eine gute Übereinstimmung
zwischen den Ergebnissen beider Modelle herrscht.
Basierend auf den Vorarbeiten von Wallmersperger et al. und Attaran et al. wurde
das hier genutzte Modell um einen zeitlichen Term in der Beschreibung der Refe-
renzkonzentration erweitert. Hieraus resultiert eine qualitative Verbesserung in der
Darstellung des zeitlichen Quellverlaufes bei chemischer Stimulation. In Anlehnung
an vorhergehende Arbeiten auf dem Gebiet erfolgt die Kopplung von der mechani-
schen Domäne zur chemischen Domäne über eine vom Verzerrungszustand abhängige
Konzentration gebundener Ladungsträger. Hier durchgeführte Untersuchungen zeigen,
dass diese Rückkopplung auch unter der Annahme kleiner Deformationen Relevanz
besitzt und nicht vernachlässigt werden sollte. Anders als z. B. mit der TPM oder mit
dem Flory-Rehner Modell ist es unter Verwendung des hier entwickelten Modells mög-
lich, Grenzschichtphänomene zwischen Gel und Lösungsmittelbad aufzulösen. Durch
die Untersuchung der Grenzschicht zeigt sich eine annähernd lineare Abhängigkeit
der Grenzschichtdicke von der relativen Permittivität des Hydrogels. Auch lässt sich




Um das Potential der gewählten Methode zu demonstrieren, wird anhand des Bei-
spiels eines einfachen zweischichtigen Hydrogel-Biegebalkens eine Untersuchung über
die inneren Vorgänge im Schichtsystem durchgeführt. Die Untersuchung gewährt hierbei
Einblicke z. B. in den zeitlichen Verlauf des elektrischen Potentials, der Konzentra-
tion mobiler Ionen sowie der resultierenden Verzerrungen. In einem abschließenden
numerischen Beispiel wird die Kontaktkraft sowie die auftretenden mechanischen Span-




Aim of this work is to model the behavior of polyelectrolyte gels and hydrogel-layer
systems based on continuum mechanics. For this, numerical simulations are conducted
to gain an insight into the complex phenomena occurring during the swelling process
of hydrogels. The process of modeling and simulation is important to enhance the
understanding of these systems and to improve the properties of hydrogel-based
applications. Also, errors resulting from a lack of knowledge as well as from the number
of required experimental works can be reduced signiﬁcantly.
Hydrogels belong to the class of smart materials. Therefore, they show a response
to changes in their environment by a reversible change of material properties. Poly-
electrolyte hydrogels consist of a polymer network with ﬁxed ionic groups. Within the
void of the polymer matrix, interstitial water containing mobile ions is present. The
properties of hydrogels depend on their chemical composition and can be adjusted for
the speciﬁed application. They exhibit a reversible swelling or deswelling process when
subjected to electric ﬁelds or changes of the chemical composition of the surrounding
solution bath.
This reversible volume change opens a wide ﬁeld of potential applications. The most
promising ﬁeld of application seems to be in the realms of measurement systems, since
hydrogels can be used for the investigation of very speciﬁc chemical or biochemical
measures. In addition, hydrogels can be used as active components in microﬂuidic
devices, which open and close depending on the chemical composition of the bypassing
ﬂuid. Without a need for external control and energy supply, they are suitable for
miniaturisation. As a consequence of their high energy density, hydrogels are also
relevant candidates for the development of lightweight and energy eﬃcient actuator
systems. Due to their size-dependent reaction time, their use in small-scale actuatoric
devices is the most promising in this ﬁeld. the combination of multiple hydrogel
layers can be used to increase the sensitivity of hydrogel-based measurement devices.
Hydrogel-layer systems can also be used for actuatoric devices, such as gripper devices
or microﬂuidic valves.
In the presented model, the interaction between the electrical, chemical and the
mechanical ﬁelds are respected. It is assumed, that the complex microstructure of
XIII
Abstract
hydrogels may be treated as a continuum and that the relevant phenomena can be
described using ﬁeld equations.
A brief introduction on polyelectrolyte gels and hydrogel-layer systems is given.
Here, their microstructure is described and relevant applications are summarized. By
giving a brief literature review, the modeling approaches of this thesis are motivated
and arranged within the ﬁeld of existing models. After an introduction of relevant
basics of physical chemistry, the model formulation is presented. Here, the chosen
kinematics as well as the used balance equations and material laws are given. They
include the conservation of mass for the polymer and the ionic species, the conservation
of linear momentum and angular momentum as well as the Maxwell equations. After
presenting suitable material laws, the ﬁeld equations of the fully coupled chemo-electro-
mechanical ﬁeld problem are summarized. The numerical solution of the ﬁeld problem
is obtained by applying the Finite-Element-Method (FEM).
The validation of the presented model is conducted by a comparison with experimental
results of Frijns et al. After this, the used model is compared with the Theory of Porous
Media (TPM), which results in a good agreement of both approaches. Since the used
model represents an extension of the preliminary work of Wallmersperger et al. and
Attaran et al., diﬀerences in the models are discussed. By extending the previous
models by an additional temporal term in the description of the reference concentration,
a qualitative improvement of the prediction of the time behavior under chemical
stimulation is achieved. As done in preliminary works, the mechanical and the chemical
domains are coupled by a strain dependent concentration of ﬁxed charges. It can be
shown, that this backcoupling is of signiﬁcance also for small deformations. In contrast
to the TPM and the Flory-Rehner model, phenomena occurring in the interface layer
between adjacent domains can be investigated using the presented model. An almost
linear dependence between the relative permittivity of the hydrogel and the thickness of
the boundary layer is observed. It also depends on the concentration of ﬁxed charges in
the polymer network. To demonstrate the potential of the applied method, a numerical
investigation of a two-layered hydrogel bending actuator is investigated. The results
give an insight for example into the time-dependent distribution of the electric potential,
the concentration of mobile ions as well as the resulting strains. In another numerical
example, the contact force in a gripper consisting of two hydrogel-based bending
actuators is evaluated.
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1 Einführung und Überblick
1.1 Polyelektrolytische Hydrogele
Nach der Deﬁnition der IUPAC (International Union of Pure and Applied Chemistry)
sind Gele nichtﬂuide, kolloidale oder polymere Netzwerke, welche mit einer Flüssigkeit
gefüllt sind [95]. Wenn das Gel aus einem Polymernetzwerk besteht und Wasser
das Lösungsmittel darstellt, so wird es als Hydrogel bezeichnet. Im Falle, dass das
Polymernetzwerk des Hydrogels eine erhebliche Anzahl ionisierbarer Gruppen enthält,
wird es als polyelektrolytisches Hydrogel, Elektrolyt-Polymergel oder auch ionisches Gel
bezeichnet [110]. Ein am Institut für Polymerforschung (IPF) Dresden synthetisiertes
polyelektrolytisches Hydrogel ist in Abbildung 1.1 dargestellt.
Abbildung 1.1: Synthetisiertes Hydrogel in Petrischale.
Polyelektrolytische Hydrogele besitzen die Eigenschaft, dass sie bestrebt sind, infolge
eines externen Stimulus Wasser aus ihrer Umgebung aufzunehmen oder abzugeben.
Beispiele relevanter Stimuli [84] sind Temperatur [18], pH-Wert [35], Glukosekonzentra-
tion [5], elektrische Felder [102], Licht [73], Druck [122], Salzkonzentration [74] sowie
speziﬁsche Ionen [81] oder Antigene [77]. Ihre über den Herstellungsprozess einstellbare
Sensitivität gegenüber bestimmter Stimuli ist insbesondere im medizinischen Bereich
für die Entwicklung neuartiger Messgeräte von Relevanz [62, 92]. Zur Überwachung
chemischer Prozesse stellen Hydrogele potentiell leistungsfähige und kostengünstige
Alternativen gegenüber herkömmlichen Sensorsystemen dar [23, 45, 50, 89]. Des Wei-
teren sind Hydrogele nicht ausschließlich für sensorische Systeme, sondern auch für
1
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aktorische Anwendungen geeignet. Ebenso sind sie vielversprechende Kandidaten für
die Herstellung mikroﬂuidischer Ventile [87, 88, 119].
Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den Eigenschaften eines polyelektro-
lytischen Hydrogels und seinem mikroskopischen Aufbau bzw. seiner Zusammensetzung.
Wie bereits erwähnt, bestehen Hydrogele aus einem quervernetzen Polymernetzwerk.
Dieses Netzwerk ist in Wasser gelöst, ohne dass es sich auﬂöst, d. h. Wasser wird
aufgenommen und die Bindungen im Polymernetzwerk werden nicht zerstört. Im
Polymernetzwerk sind gebundene Ladungsträger enthalten, welche hierbei funktio-
nelle Gruppen darstellen. Ein Beispiel einer solchen funktionellen Gruppe stellt der
Acrylsäurerest COO− dar, welcher durch die Protolyse der Acrylsäuregruppe COOH
entsteht. Funktionelle Gruppen beeinﬂussen das Gesamtverhalten des Hydrogels stark.
Hydrogele mit negativen, positiven oder negativen und positiven gebundenen Ladungs-
trägern werden entsprechend als anionische, kationische oder ampholytische Hydrogele
bezeichnet. Das Wasser, welches als Lösungsmittel des Polymernetzwerkes auftritt,
enthält des Weiteren gelöste Ionen. Das Verhältnis von gebundenen, sowie gelösten und
damit mobilen Anionen und Kationen wird im stationären Zustand durch das Don-
nan-Gleichgewicht beschrieben. Der schematische Aufbau eines polyelektrolytischen






Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der Mikrostruktur eines polyelektrolytischen
Hydrogels.
Aufgrund ihres komplexen Aufbaus ist die Charakterisierung von Hydrogelen für
Anwendungen kompliziert. Zur Verbesserung des Verständnisses der inneren Vorgänge
und deren Interaktionen ist demnach eine Modellierung zur numerischen Untersu-
chung von Hydrogelen notwendig. Geeignete Modelle müssen hierbei insbesondere den




2 Stand der Technik
Polyelektrolytische Hydrogele stellen eine Materialklasse dar, die mit konventionellen
Werkstoﬀen wie Stahl, Keramik oder Holz schwer vergleichbar sind. Das komplexe
Verhalten von Hydrogelen wird durch innere Vorgänge bestimmt, welche chemische Um-
wandlungsprozesse, hydrophile sowie hydrophobe Wechselwirkungen, elektrostatische
Interaktionen sowie Polymer-, Fluid- und Ionenbewegungen enthalten. Aufgrund dieser
Komplexität ist die Beschreibung von Hydrogelen nach wie vor herausfordernd und
wird in der wissenschaftlichen Literatur auf unterschiedlichste Weise behandelt. Dazu
wird im Folgenden ein kurzer Überblick der mathematischen Modelle zur Beschreibung
des Quellverhaltens gegeben.
Ein wichtiger Grundstein zur mathematischen Modellierung von Hydrogelen wurde
von Flory und Rehner [40, 41] im Jahre 1943 und in den darauf folgenden Jahren
[38, 39] durch die quantitative Untersuchung und Beschreibung der Polymerelastizität
sowie der Quellprozesse quellfähiger Polymere gelegt. Hierbei wurde die freie Gibbssche
Energie für das zu betrachtende Polymersystem formuliert und das thermodynamische
Gleichgewicht des Systems im Minimum der Energiefunktion ausgewertet. Das Ergebnis
dieser Untersuchungen mündete in der Entwicklung der sogenannten Phantom Netzwerk
Theorie [59] sowie der Aﬃnen Netzwerk Theorie [37, 108]. In nachfolgenden Arbeiten
wurde die freie Gibbssche Energie durch zusätzliche Beiträge erweitert, welche die
Betrachtung weiterer Eﬀekte ermöglichten. Beispiele hierfür sind die Berücksichtigung
elektrostatischer Interaktionen, siehe z. B. Fomenko et al. [42] oder die Ausbildung von
Wasserstoﬀbrücken, siehe z. B. Varghese et al. [107]. Das Flory-Rehner Modell ist ein
weit verbreitetes und viel genutztes Modell, um Gleichgewichtszustände von Hydrogelen
beschreiben zu können. Das Modell enthält eine Vielzahl an Parametern zur Abbildung
des Materialverhaltens, wobei die Bestimmung dieser Parameter im Allgemeinen jedoch
herausfordernd ist. Des Weiteren ist die Untersuchung des transienten Quellverhaltens
aufgrund fehlender zeitlicher Terme nicht möglich.
Zu den Forschern, welche das transiente Verhalten von Hydrogelen durch Kopplungs-
eﬀekte mittels einer mathematischen Beschreibung untersuchten, gehören Grimshaw
et al. [48], Shiga und Kurauchi [94], Doi et al. [26] und Shahinpoor [93]. Wenig später
nutzten Brock et al. [17] ein dynamisches Modell zur Beschreibung und Auslegung einer
5
2 Stand der Technik
Reihe von Linearaktuatoren auf Hydrogelbasis. Durch die Einführung und Anwendung
der sogenannten gekoppelten Mehrfeldtheorie (MFT) beschrieben Wallmersperger et
al. [7, 109, 110, 112] das Quell- und Entquellverhalten polyelektrolytischer Hydrogele
unter ionischer sowie elektrischer Stimulation. Sobczyk und Wallmersperger [96, 97, 98]
erweiterten die MFT zur verbesserten Beschreibung des transienten Quellverhaltens und
untersuchten das Verhalten mehrlagiger Hydrogelschichtsysteme. Auf der Grundlage
und durch Erweiterung der MFT beschrieben Li et al. [46, 67, 68, 69, 70] in einer
Reihe von Publikationen das Quellverhalten von Hydrogelen infolge verschiedener
Stimuli wie pH-Wert, elektrische Felder, Harnstoﬀkonzentration, Temperatur sowie
Glukosekonzentration. Durch die Kopplung des Permeationsprozesses im Gel mit der
elastischen Verformung beschrieb Doi [25] das dynamische Verhalten von Hydrogelen
unter mechanischer Last sowie Hystereseeﬀekte beim Quell- bzw. Entquellvorgang. At-
taran et al. [8] formulierten ein Kontinuumsmodell zur Beschreibung des Verhaltens von
Ferrogelen in der Anwesenheit quasistatischer Magnetfelder unter der Annahme kleiner
Verformungen. Mittels einer Analogie zur Wärmexpansion beschrieben Ehrenhofer und
Wallmersperger [33] das Schließ- und Öﬀnungsverhalten schaltbarer hydrogelbasierter
Membranen.
Da es sich bei Hydrogelen um Mischungen verschiedener Bestandteile handelt, bietet
sich neben der klassischen Kontinuumsmechanik eine Mehrphasenbeschreibung des
Systems an. Bowen [14] brachte hierzu 1976 die sogenannte Mischungstheorie, welche auf
den Arbeiten von Biot [12] sowie von Truesdell und Toupin [104] basiert, in seine heute
noch aktuelle Form. Sie stellt die Grundlage dar, auf welcher die Theorie Poröser Medien
(TPM) aufbaut, welche durch Bowen [15, 16] etabliert wurde. Ausgehend von der Theorie
Poröser Medien wurde eine Vielzahl von Ansätzen vorgestellt, um das Quellverhalten von
Materialien auf Polymerbasis abzubilden. Lai et al. [64] formulierten ein Drei-Phasen-
Modell zur Beschreibung von biologischem Gewebe, wobei die inkompressiblen Phasen
Polymernetzwerk, ﬂuide Phase sowie ionische Komponenten berücksichtigt wurden.
In einem sogenannten Vier-Phasen-Modell beschrieben Huyghe und Janssen [57] das
quasistatische Quellverhalten eines inkompressiblen Porösen Mediums, wobei eine lokale
Elektroneutralitätsbedingung eingearbeitet sowie das elektrochemische Potential zur
Berechnung der Ionenbewegung verwendet wurde. Dieses Modell wurde von Frijns et
al. [43] genutzt, um einen Quellversuch unter chemischer Stimulation mittels der FEM
auf einem 1D Gebiet zu berechnen und zu validieren. Loon et al. [71] waren die Ersten,
die das Vier-Phasen-Modell von Huyghe und Janssen mittels der FEM auf einem
3D Gebiet numerisch umsetzten. Zur Untersuchung des zeitlichen Verhaltens eines
ionischen Gels unter chemischer sowie elektrischer Stimulation formulierten Acartürk et
al. [3, 4] sowie Leichsenring et al. [65, 66] ein Modell basierend auf der Theorie Poröser
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Medien, wobei die Komponenten Polymermatrix mit gebundenen Ionen, mobile Ionen
sowie das Porenﬂuid betrachtet wurden. In der Arbeit von Bluhm et al. [13] wurde ein
Modell formuliert, welches Kopplungseﬀekte zwischen der thermischen, der elektrischen,
der ionischen sowie der mechanischen Domäne für ﬁnite Deformationen berücksichtigt.
Neben der Beschreibung von Hydrogelen auf der makroskopischen Skale liefert die
atomistische Modellierung einen außerordentlich wichtigen Beitrag zum Verständnis
polymerer Systeme. Ihr Ziel ist es, Aussagen bzw. Vorhersagen über bestimmte Poly-
mereigenschaften treﬀen zu können, welche nicht oder nur sehr schwer über Messungen
zugänglich sind. Zwei wichtige Vertreter atomistischer Modellierung sind quantenme-
chanische Modelle sowie die Molekulardynamik. Quantenmechanische Modelle stellen
eine Möglichkeit zur Beschreibung der Elektronenstruktur von Molekülen dar. Damit
ist es möglich, das Verhalten einzelner Moleküle bzw. kurzer Polymere zu untersuchen.
Des Weiteren können Potentialfunktionen zur Verwendung in anderen, weniger kompli-
zierten Modellen bereitgestellt werden, wie z. B. für die Molekulardynamik. Grundlagen
für wichtige quantenmechanischen Modelle wurden z. B. von Hehre [55] durch die Mo-
lekülorbitaltheorie sowie von Parr [82] mit der Dichtefunktionaltheorie gelegt. Darauf
aufbauend wurden Hydrogele und verwandte Polymersysteme beschrieben, siehe z. B.
Curtiss [21].
In der Molekulardynamik werden die Positionen, Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen einzelner Atome über das zweite Newtonsche Gesetz beschrieben, d. h.
die auftretenden Beschleunigungen folgen aus dem Vorhandensein von Kraftfeldern,
welche z. B. aus geeigneten Potentialfunktionen ermittelt werden können. Über diesen
Ansatz können vergleichsweise viele – in der Größenordnung von bis zu 1023 – Teilchen
betrachtet werden. Eine grundlegenden Arbeit auf dem Bereich der Modellierung von
Hydrogelen mittels der Molekulardynamik stellt Tamai [100, 101] dar. Unter Anwendung
dieser Methode konnte z. B. der Einﬂuss des Quervernetzers sowie der mechanischen
Verformung auf Hydrogele genauer untersucht werden, siehe Zidek et al. [123]. In einer
aktuellen Arbeit von Sanz et al. [90] wurden mittels der Molekulardynamik Aussagen
über das mechanische Verhalten nanostrukturierter Hydrogele getroﬀen.
Aufgrund ihrer Relevanz für diese Arbeit wird auf drei mathematische Modelle
genauer eingegangen: Das Flory-Rehner Modell, die Theorie der Porösen Medien und
die Mehrfeldtheorie.
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2.1 Gleichgewichtsbetrachtung in polyelektrolytischen
Gelen nach Flory
Im Folgenden wird das Grundgerüst der Flory-Rehner Theorie für die Quellung poly-
elektrolytischer Gele vorgestellt, da es das verbreitetste Modell zur Beschreibung der
Hydrogelquellung ist. Der Zugang zur Auswertung der Polymerquellung im Gleichge-
wichtszustand wird hierbei über geeignete Energiebetrachtungen geführt. Dazu werden
Potentialfunktionen verwendet, in welchen unterschiedliche Beiträge additiv berück-
sichtigt werden. Das Gleichgewicht in polyelektrolytischen Gelen wird mithilfe des
chemischen Potentials beschrieben. Dieses lässt sich aufteilen in die Bestandteile
1. der Mischung des Polymernetzwerkes mit dem umgebenden Lösungsmittel (µ˜gel)p,
2. der Mischung der mobilen Ionen (µ˜gel)ion und
3. der elastischen Deformation des Polymernetzwerkes (µ˜gel)el.
Das chemische Gesamtpotential im Hydrogel lässt sich somit als
µ˜gel − µ˜0 = (∆µ˜gel)p + (∆µ˜gel)ion + (∆µ˜gel)el (2.1)
formulieren. Hierbei stellt µ˜0 das chemische Potential der Standardlösung dar. Die
Addition der ersten beiden Terme auf der rechten Seite verlangt hierbei, dass eine
stark verdünnte Lösung betrachtet wird. Das Gleichgewicht zwischen dem Lösungsbad
und dem Inneren des Hydrogels ist erreicht, wenn die chemischen Potentiale des
Lösungsbades und des Hydrogels gleich sind, d. h.
µ˜gel = µ˜sol (2.2)
gilt. Hierbei ist µ˜sol das chemische Potential des Lösungsbades. Da in der Lösung kein
Polymernetzwerk vorhanden ist, entfallen alle Potentialterme außer das chemische
Potential der Mischung der mobilen Ionen mit dem Lösungsmittel, d. h.
µ˜sol − µ˜0 = (∆µ˜sol)ion. (2.3)
Das chemische Potential für die Mischung aus Polymer und Lösungsmittel lässt sich
über die Formel
(∆µ˜gel)p = RT (lnφF + φS n∗S
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beschreiben. Dabei ist T die absolute Temperatur, R=8,3144598 kgm2/(s2molK) die
universelle Gaskonstante, φS und φF der Volumenanteil des Polymers (solid) bzw.
des Lösungsmittels (ﬂuid) im Gleichgewichtszustand, n∗S und n
∗
F die dazugehörigen
Molanteile, schain die Anzahl der Kettensegmente eines Polymermoleküls und χ der
sogenannte Flory-Huggins-Interaktionsparameter.
Die Beschreibung des elastischen Anteils des chemischen Potentials im Hydrogel
erfolgt über die Gleichung
(∆µ˜gel)el = vFRT Np
V0
(φ 13S − 12φS). (2.5)
Es bezeichnen vF das molare Volumen des Lösungsmittels, V0 das Volumen im Re-
ferenzzustand und Np die eﬀektive Molanzahl an Polymerketten im Hydrogel. Zur
Bestimmung des chemischen Potentials aus der Mischung zwischen Lösungsmittel und
frei beweglicher Ionen lässt sich die Gleichung
(∆µ˜gel)ion = −RTvF∑
α
(cαgel − cαsol) (2.6)
verwenden. Eine weiterführende Einleitung zum Flory-Rehner Modell ist z. B. in
[37, 40, 41, 110] gegeben.
2.2 Theorie Poröser Medien
Die Theorie Poröser Medien (TPM) [13, 15, 16, 22, 29] ist ein Homogenisierungsverfah-
ren zur Beschreibung des eﬀektiven Materialverhaltens von Mehrkomponentensystemen.
Typische Problemstellungen, welche mittels der TPM adressiert werden können, sind
z. B. die Bewegung von Blutzellen im lebenden Gewebe oder die Beschreibung von
Mischungen wie Sand und Wasser. Auch die Beschreibung der mit Wasser gefüllten
Porenstruktur eines Hydrogels kann mittels der TPM vorgenommen werden, siehe z. B.
Acartürk et al. [2, 3, 4] oder Leichsenring et al. [65, 66]. Zu weiterführenden Informa-
tionen bezüglich der TPM sei zudem auf die Arbeiten von Ehlers et al. [30, 31, 32]
verwiesen.
In der TPM wird jede Komponente eines Mehrkomponentensystems als Einpha-
senkontinuum betrachtet, wobei Interaktionen zwischen den Bestandteilen über Aus-
tauschterme in Form von Produktionsdichten in den entsprechenden Bilanzgleichungen
realisiert werden. Die Bilanzgleichungen umfassen hierbei, wie in der klassischen Kon-
tinuumsmechanik, die Massen-, Impuls-, Drehimpuls-, Energie- sowie Entropiebilanz.
Die Mischung wird als Superposition der einzelnen Konstituenten gebildet, wobei eine
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geeignete Mittelung über die unterschiedlichen Komponenten durchgeführt wird. Infolge
der Superposition verschwinden die Produktionsdichten für die Mischung, sodass die
entsprechenden Erhaltungssätze erfüllt werden. Durch die separate Betrachtung der
verschiedenen Konstituenten kann deren Bewegung jeweils für sich beschrieben werden.
Ein weiterer Vorteil ist, dass die konstitutiven Gesetzmäßigkeiten für die einzelnen
Bestandteile oft bekannt sind.
Zur Mittelung und zur Beschreibung der Zusammenhänge zwischen den Komponenten
werden Vorgehensweisen der Mischungstheorie sowie des Konzeptes der Volumenan-
teile angewandt. Grundlage dieser Betrachtung ist hierbei, dass eine Mischung der
Konstituenten an jedem materiellen Punkt des Mehrphasenkontinuums vorliegt. Die
Bilanzgleichungen der einzelnen Konstituenten folgen hierbei den metaphysischen
Prinzipien der Mischungstheorie, wie sie 1984 von Truesdell [104] eingeführt wurden.
Die einzelnen Komponenten werden über das Konzept der Volumenanteile quantiﬁ-
ziert, d. h. dass sich der Phasenanteil einer Komponente aus der Beziehung
ϕη = dV η
dV
(2.7)
ergibt. Das Volumen der Mischung ergibt sich folglich aus der Summe der Volumenanteile




wobei η die einzelnen Komponenten kennzeichnet, d. h. für Hydrogele η = {F,S}, wobei
F das Fluid im Hydrogel und S die Polymermatrix mit den gebundenen Ladungs-
trägern kennzeichnet. Im Volumenanteil der ﬂuiden Phase ϕF sind entsprechend die
Phasenanteile des Wassers und der vollständig dissoziierten mobilen Ionen enthalten.
Acartürk [3] sowie Leichsenring et al. [66] nutzen die TPM zur Beschreibung des
chemo-elektro-mechanischen Verhaltens polyelektrolytischer Hydrogele. Unter Verfol-
gung der zuvor erläuterten Konzepte ergibt sich folgende Form gekoppelter Diﬀerenti-
algleichungen:
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Impulsbilanz der festen Phase (Polymermatrix):
0 = (σkl − pδkl),k (2.9)
Massenbilanz der ﬂuiden Phase:
0 = (u˙Sk )S,k + (ϕFwFk ),k (2.10)
Massenbilanz der mobilen Ionen:
0 = ϕF (c˙γ)S + cγ(u˙Sk )S,k + (ϕF cγwγk),k (2.11)
Poisson-Gleichung der Elektrostatik:




zγcγ + zfccfc) (2.12)
Darcy-Gesetz:
0 = ϕFwFk + κFγF (p,k + FΨ,k∑γ zγcγ) (2.13)
Modiﬁzierte Nernst-Planck-Gleichung:
0 = cγϕFwFk − cγϕFwγk −Dγ (cγ,k + FRT zγcγΨ,k) (2.14)




Durch Einsetzen von Gleichung (2.13) in Gleichung (2.10) sowie Gleichung (2.13) und
Gleichung (2.14) in Gleichung (2.11) gelangt man zu der übersichtlicheren Form
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Impulsbilanz der festen Phase (Polymermatrix):
0 = (σkl − pδkl),k (2.16)
Massenbilanz der ﬂuiden Phase zusammen mit dem Darcy-Gesetz:
0 = (u˙Sk )S,k − κFγF (p,k + FΨ,k∑γ zγcγ),k (2.17)
Massenbilanz der mobilen Ionen mit Darcy-Gesetz und der modiﬁzierte Nernst-
Planck Gleichung:
0 = ϕF (c˙γ)S + cγ(u˙S,k),k − (cγ κFγF (p,k + FΨ,k∑γ zγcγ)),k −D
γ (cγ,k + FRT zγcγΨ,k),k
(2.18)
Poisson-Gleichung der Elektrostatik:




zγcγ + zfccfc) (2.19)
Hierbei bezeichnen σij den Cauchyschen Spannungstensor, p den Druck, uSi die Ver-
schiebung des Festkörpers, wFi und w
γ
i die Relativgeschwindigkeit der ﬂuiden und der
ionischen Phase gegenüber der festen Phase, cγ und cfc die Konzentration der Ionen
γ sowie der gebundenen Ladungsträger, Ψ das elektrische Potential, F die Faraday-
Konstante, ǫ0 und ǫr die Permittivität des Vakuums und die relative Permittivität des
Materials, zγ und zfc die Valenz der Ionenspezies γ und der gebundenen Ladungsträger,
κF die hydraulische Leitfähigkeit, γF das eﬀektive Fluidgewicht, Dγ die Diﬀusionskon-
stante für die Ionenspezies γ, R die universelle Gaskonstante, δij dasKronecker-Delta
und T die absolute Temperatur.
Auf Grundlage der TPM ist es möglich, das gekoppelte chemo-elektro-mechanische
Materialverhalten polyelektrolytischer Hydrogele zu beschreiben.
2.3 Mehrfeldtheorie
Die sogenannte Mehrfeldtheorie (MFT) stellt einen Ansatz zur Beschreibung des voll
gekoppelten chemo-elektro-mechanischen Verhaltens polyelektrolytischer Hydrogele
dar. Das auf der klassischen Kontinuumsmechanik beruhende Modell wurde entwickelt,
um ein besseres Verständnis über die gekoppelten Phänomene, welche im Hydrogel
auftreten, zu erlangen [111]. Hierbei wird insbesondere Wert auf die Untersuchung
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der Wechselwirkungen zwischen der Bewegung der mobilen Ionen, der Ausbildung
eines elektrischen Feldes, der sich ausbildenden Deformation sowie entsprechende
Flussgrößen gelegt. In der MFT wird dabei ein Ansatz verwendet, welcher eine direkte
Verbindung zwischen dem osmotischen Druck und den auftretenden Verformungen des
Hydrogels infolge von Flüssigkeitsaufnahme herstellt. Dementsprechend stellt die MFT
ein “verschmiertes” Modell dar, welches das Hydrogel und nicht das Polymernetzwerk
und das Lösungsmittel getrennt voneinander betrachtet. Durch diesen Ansatz ist es
möglich, die im betrachteten Gebiet auftretenden Fluidbewegungen nicht explizit
auswerten zu müssen, was die Lösung und Auswertung des Feldproblems erleichtert.
Zur Bestimmung des osmotischen Drucks wird eine Referenzkonzentration eingeführt.
Über verschiedene Experimente [110, 111, 112] konnte gezeigt werden, dass diese
Vorgehensweise sehr gute Ergebnisse im Rahmen der getroﬀenen Modellannahmen
liefert. Für weiterführende Information zur MFT wird auf die Arbeiten von Attaran [7]
und Ballhause [9], Doi [25, 26] et al., Sobczyk et al. [96, 97, 98] und Wallmersperger et
al. [109, 113, 114, 115] verwiesen.
2.4 Schlussfolgerungen
Da in der vorliegenden Arbeit makroskopische Eﬀekte in ingenieurstechnischen Größen-
skalen beschrieben werden sollen, sind atomistische Modelle aufgrund der benötigten
Rechenleistung hierbei nicht umsetzbar. Zur Auslegung mikroﬂuidischer Ventile ist die
benötigte Schließ- bzw. Öﬀnungsdauer ein kritischer Parameter. Daher sollen Modelle
wie das Flory-Rehner-Modell, welche ausschließlich Gleichgewichtszustände beschrei-
ben können, bei der Auswahl eines geeigneten Modells nicht berücksichtigt werden.
Als geeignete Modelle zur Beschreibung des gekoppelten chemo-elektro-mechanischen
Verhaltens von Hydrogelen und Hydrogelschichtsystemen werden zunächst die Theorie
Poröser Medien sowie die Mehrfeldtheorie identiﬁziert. Unter Verwendung der TPM
kann die Formulierung geeigneter Randbedingungen sowie die numerische Umsetzung
mitunter herausfordernd sein. Deswegen wird die Mehrfeldtheorie als Grundlage der
vorliegenden Arbeit verwendet. Da das Modell in der Form, wie sie z. B. von Wallmer-
sperger et al. [111] und Attaran et al. [8] genutzt wurde, nicht geeignet ist das zeitliche
Antwortverhalten bei sprunghafter Änderung bei chemischer Stimulation (z. B. bei
Austausch des umgebenden Lösungsmittels) aufzulösen, wird im Rahmen dieser Arbeit
eine erweiterte Form der Mehrfeldtheorie eingeführt.
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Zur Behandlung des im Rahmen der vorliegenden Arbeit behandelten Themenkom-
plexes wird eine kurze Einführung über nötige Grundbegriﬀe zur Beschreibung des
Quellverhaltens polyelektrolytischer Hydrogele gegeben. Insbesondere wird hierbei auf
das chemische und das elektrochemische Potential, sowie auf den osmotischen Druck
und das Donnan-Gleichgewicht in Hydrogelen eingegangen.
3.1 Chemisches Potential
Das chemische Potential µ ist eine Zustandsgröße, welche zur Charakterisierung des
Verhaltens eines Stoﬀes oder einer Mischung genutzt werden kann. Dazu gehören Trans-
portprozesse wie Diﬀusion und Migration, die Änderung des Aggregatzustandes sowie
chemische Konversion. Hierbei stellt das chemische Potential zudem den Zusammenhang
zwischen der Zusammensetzung eines Stoﬀes und den thermodynamischen Energieg-
rößen her. Das chemische Potential kann aus der Gibbsschen Fundamentalgleichung
hergeleitet werden:
dU = T dS − pdV +∑
α
µ˜α dnα +ΨdQ + vi dPi + ψ˜ dm. (3.1)
Hierbei stellt jeder Term auf der rechten Seite der Gleichung das Produkt eines Diﬀe-
rentials einer extensiven Größe und der dazugehörigen energiekonjugierten, intensiven
Größe dar [61]. Dabei ist U die innere Energie des Systems, T die absolute Temperatur,
S die Entropie, p der Druck, V das Volumen, nα die Stoﬀmenge, µ˜α das chemische
Potential Komponente α, Ψ das elektrische Potential, Q die elektrische Ladung, vi der
Geschwindigkeitsvektor, Pi der Impulsvektor, ψ˜ das Gravitationspotential und m die
Masse.
Zur Vereinfachung werden oft nur die ersten vier Terme der rechten Seite betrachtet
[52], d. h.
U = U(S,V,nα,Q). (3.2)
Das chemische Potential der Komponente α kann direkt aus der Deﬁnition der inneren
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Energie abgeleitet werden; damit ergibt sich





Ein anderer Zugang zur Berechnung des chemischen Potentials kann über die Legend-
re-Transformation der inneren Energie erfolgen, also über die Enthalpie dH = dU+pdV ,
die freie Energie dψ = dU −TdS und der freien Enthalpie dG = dU +pdV . Das chemische
Potential ergibt sich damit zu













Nach [52] ergibt Gleichung (3.3) bzw. (3.4) für die ideal verdünnte sowie für die nicht
ideal verdünnte Lösung
µ˜α ideal = µ˜α0 +RT ln( cαcstd) (3.5a)
µ˜α real = µ˜α0 +RT ln( aαastd) = µ˜α0 +RT ln( c
α
cstd
) +RT ln ζα. (3.5b)
Die Größe µ˜α0 stellt das chemische Potential von Komponente α bei Standardbedingun-
gen dar, während cstd die Standardkonzentration, astd die Standardaktivität und ζα
den Aktivitätskoeﬃzienten der Komponente α darstellt. Für stark verdünnte Lösungen
wird die Exzess-Enthalpie vernachlässigbar klein und Gleichung (3.5a) kann als sehr
gute Näherung angenommen werden. Die Diﬀerenz µ˜α real − µ˜α ideal stellt die Gibbssche
Exzess-Enthalpie gE = RT ln ζα dar. Für Elektrolyte ist diese Näherung gültig bis zu
einer Konzentration von ca. 10 mM [52].
3.2 Elektrochemisches Potential
Das elektrochemische Potential µα der Ionenspezies α stellt das chemische Potential
einer Mischung in Anwesenheit elektrischer Felder dar [52]. Es wird ähnlich wie das
chemische Potential ermittelt, wobei die elektrische Ladung Q als eine von nα abhängige
Größe behandelt wird:




















der gleiche Füllstand beider Kammern ein, siehe dazu Abbildung 3.1. Werden nun in
den linken Behälter eine gewisse Anzahl an lösbaren Teilchen hinzugefügt, so steigt
die Wassersäule im linken Behälter an, während sie im rechten Behälter absinkt, d. h.
es liegt eine hydrostatische Druckdiﬀerenz ∆p zwischen beiden Behältern vor, welche
über die Beziehung
∆p =∆hρg (3.8)
ausgewertet werden kann. Dabei ist ∆h die Diﬀerenzhöhe zwischen den Wassersäulen
beider Behälter, ρ die Massendichte des Lösungsmittels und g die Erdbeschleunigung.
Die hydrostatische Druckdiﬀerenz ∆p ist äquivalent zur osmotischen Druckdiﬀerenz
∆π = ∆p. Damit ist der osmotische Druck über die Auswertung des hydrostatischen
Druckes eine messbare Größe.
Der Chemiker Jacobus van’t Hoﬀ war der Erste, welcher eine mathematische Be-
ziehung für den osmotischen Druck in Abhängigkeit von der Konzentration gelöster
Teilchen c formulierte. Das Gesetz von Van’t Hoﬀ [106] lautet
π = cRT. (3.9)
Hierbei bezeichnet c die Konzentration der gelösten Teilchen einer Lösung, R die
universelle Gaskonstante und T die absolute Temperatur. Der osmotische Diﬀerenzdruck
zwischen zwei Lösungen S1 und S2 mit den Teilchenkonzentrationen cα s1 und cα s2
berechnet sich somit über die Beziehung




cα s1) , (3.10)
wobei α die unterschiedlichen Teilchensorten im zugehörigen Lösungsbad kennzeichnet.
Des Weiteren kann es zweckmäßig sein, die Erhöhung oder die Senkung der osmotischen
Druckdiﬀerenz im Bezug zu einem frei wählbaren Anfangszustand zu betrachten. Diese
osmotische Druckdiﬀerenz ∆π∗ lässt sich über die Beziehung
∆π∗ =∆πs2-s1 −∆πs2-s10 (3.11)
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umgebenden Lösungsbad getrennt werden [38]. Nach außen hin muss das Gel elektrisch
neutral sein. Um dieser Forderung gerecht zu werden, kommt es dazu, dass in den Poren
des Polymernetzwerkes mehr bewegliche Ionen vorhanden sind als im angrenzenden
Lösungsbad. Ebenso wie im System bestehend aus zwei durch eine halbdurchlässige
Membran getrennte ionischen Lösungen kommt es zur Ausbildung einer Donnan-
Potentialdiﬀerenz. Im Donnan-Gleichgewicht sind die chemischen Potentiale im Gel
µgel sowie im Lösungsbad µsol gleich groß, d. h.
µgel = µsol. (3.12)
Im Gel sowie im Lösungsbad herrscht Elektroneutralität, d. h. die Raumladungsdichte
in den Gebieten ist Null:
∑
γ
(zγcγ) = 0, (3.13)
wobei der Index γ alle elektrisch geladenen Teilchen umfasst, d. h. die mobilen Ionen
sowie die elektrisch geladenen Restgruppen, welche fest mit dem Polymernetzwerk
verbunden sind. Es bezeichnet z die Valenz und c die Konzentration der mit γ indexierten
Teilchensorte. Das chemische Potential µα der Ionensorte α in stark verdünnter Lösung
berechnet sich über
µα = µα0 +RT ln cαcstd , (3.14)
wobei µα0 das Standardpotential und c
std die Standardkonzentration darstellt. Wird
angenommen, dass nur eine Sorte gebundener Ladungsträger und nur jeweils eine
Sorte beweglicher positiver und negativer Ionen vorhanden ist, so lässt sich aus den
Gleichungen (3.12) und (3.14) die Gleichung
c+gelc
−
gel = c−solc+sol (3.15)
herleiten. Hierbei sei zu beachten, dass nur die frei bewegliche Ionen einen Beitrag zum
chemischen Potential der Mischung leisten. Damit lässt sich zusammen mit Gleichung
(3.13) die Konzentration der frei beweglichen Ionen im Gel – unter Annahme bekannter
Ionenkonzentration im Lösungsbad und gebundener Ladungsträger im Gel – auswerten:
c+gel = − zfc2z+ cfcgel ±
¿ÁÁÀ( zfc
2z+
cfcgel)2 − z−z+ c+solc−sol (3.16a)
c−gel = − zfc2z− cfcgel ±
¿ÁÁÀ( zfc
2z−
cfcgel)2 − z+z− c−solc+sol. (3.16b)
19
3.4 Donnan-Gleichgewicht in polyelektrolytischen Gelen
Hierbei sei zu beachten, dass nur Lösungen der Gleichung mit c+gel ≥ 0 und c−gel ≥ 0
physikalisch sinnvoll sind. Es bezeichnen c+sol bzw. c
+
gel die Konzentration mobiler
Kationen im Lösungsmittel- bzw. im Gelgebiet, c−sol bzw. c
−
gel die Konzentration mobiler
Anionen im Lösungsmittel- bzw. im Gelgebiet und cfcgel die Konzentration gebundener
Ionen im Gelgebiet, jeweils im Gleichgewicht. Um die Donnan-Potentialdiﬀerenz
zwischen dem Gel- und dem Lösungsgebiet zu ermitteln, wird das elektrochemische
Potential µα der jeweiligen Gebiete betrachtet:
µαgel = µα0 +RT ln cαgelc0 + zαFΨgel (3.17a)
µαsol = µα0 +RT ln cαsolc0 + zαFΨsol (3.17b)
und ihre Gleichheit gefordert:
µαgel = µαsol. (3.18)
Es bezeichnen Ψsol und Ψgel das elektrische Potential im Lösungsmittel- sowie im
Gelgebiet im Gleichgewichtszustand. Mittels der Gleichungen (3.17) und (3.18) lässt
sich die Donnan-Potentialdiﬀerenz ∆Ψ zwischen der Lösung und dem Gel durch die
Beziehung







In der Abbildung 3.3 ist die Konzentration mobiler Ionen c+gel und c
−
gel im Gelgebiet
sowie die Donnan-Potentialdiﬀerenz ∆Ψ zwischen Gel und Lösungsbad in Abhän-
gigkeit der Konzentration gebundener Anionen im Polymer cfc dargestellt. Es wird
angenommen, dass die Konzentration der mobilen Ionen im Lösungsbad einen Wert
von csol = c+ = c− = 1mM beträgt, nur monovalente Teilchen vorhanden sind und die
gebundenen Ionen anionischer Natur sind. Je größer die Konzentration gebundener
Anionen im Gel ist, desto größer ist die Konzentration der mobilen Ionen im Gel
und damit die Konzentrationsdiﬀerenz zwischen Gel und Lösungsbad. Der Betrag der
Potentialdiﬀerenz zwischen Gel und Lösungsbad nimmt nichtlinear zu.
In Abbildung 3.4 ist die Donnan-Potentialdiﬀerenz ∆Ψ zwischen Gel und Lösungs-
bad, sowie die Konzentration mobiler Ionen c+gel und c
−
gel im Gelgebiet in Abhängigkeit
der Konzentration mobiler Ionen im Lösungsbad csol aufgetragen. Hierbei beträgt die
Konzentration gebundener Ladungsträger im Gelgebiet stets cfc = 1mM. Mit zuneh-
mender Ionenkonzentration im Lösungsbad ergibt sich ein nahezu linearer Verlauf für
die mobilen Anionen und Kationen in Abhängigkeit von csol. Der Betrag der Donnan-




In diesem Kapitel wird das Verhalten von Hydrogelen unter Verwendung kontinuums-
mechanischer Prinzipien beschrieben. Ziel der Kontinuumsmechanik ist die Untersu-
chung des Verhaltens von Körpern unter äußeren Einwirkungen, wobei zunächst keine
Einschränkungen bezüglich der Größe der auftretenden Verformungen und auch des
Materialverhaltens getroﬀen werden. Dazu wird das diskrete Materiemodell (Atome,
Moleküle etc.) auf ein hypothetisches Kontinuum überführt, wobei eine geeignete Mit-
telung, d. h. eine Homogenisierung der Materieeigenschaften, vorgenommen werden
muss. Im Folgenden wird angenommen, dass eine solche Mittelung möglich ist. Damit
verbunden ist, dass Informationen über die diskrete Anordnung molekularer Struktu-
ren verloren gehen, d. h. dass z. B. die Bewegung einzelner Ionen oder Polymerketten
nicht betrachtet wird. Zur Beschreibung des Kontinuums werden Felder - d. h. stetige
Funktionen in Ort und Zeit - eingeführt, welche den Zustand eines materiellen Punktes
des Kontinuums beschreiben.
Die Gleichungen zur Beschreibung des Kontinuums lassen sich in materialabhän-
gige sowie materialunabhänigige Gleichungen einteilen. Die materialunabhängigen
Gleichungen sind für alle Körper gültig und besitzen somit den Charakter von Naturge-
setzen. Zu den materialunabhängigen Gleichungen gehören kinematische Beziehungen,
Beanspruchungsgrößen und Bilanzgleichungen. Die materialabhängigen Gleichungen
umfassen alle Gleichungen, welche das Verhalten eines bestimmten Materials unter
Beanspruchung des Materials beschreiben.
Als Körper wird im Folgenden ein kontinuierlich mit Materie ausgefülltes Gebiet
bezeichnet, wobei jeder Punkt des Körpers ein materieller Punkt ist. Ein materieller
Punkt kann niemals gleichzeitig an zwei Punkten sein und an keinem Punkt im Raum
können gleichzeitig zwei verschiedene materielle Punkte sein.
Der Körper B besitzt das Volumen V mit der Oberﬂäche A = ∂B, welche die
Berandung des Körpers darstellt. Dieser Rand wird im Folgenden aufgeteilt in Bereiche,
in welchen ausschließlich Neumann- oder Dirichlet-Randbedingungen gelten. Als
Dirichlet-Randbedingungen werden Randbedingungen bezeichnet, an welchen die
Größe der betreﬀenden Primärvariable vorgegeben wird, an Neumann-Rändern werden
die zugehörigen Flussgrößen der Primärvariable vorgegeben. Dementsprechend gehört
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zu jeder Feldgleichung ein eigener Rand ∂B, welcher entsprechend des betrachteten
physikalischen Sachverhaltes in Neumann-Ränder ∂BN und Dirichlet-Ränder ∂BD
aufgeteilt wird, siehe Abbildung 4.1. Die Zerlegung erfolgt dabei derart, dass der
gesamte Rand ∂B in ∂BD und ∂BN aufgeteilt werden muss, wobei keine Überlappungen
von ∂BD und ∂BN auftreten dürfen:
∂B = ∂BN ∪ ∂BD und ∂BN ∩ ∂BD = ∅ (4.1)
Es bleibt zu beachten, dass für jede Feldgleichung ein zugeordnetes Gebiet B existiert,
auf welchem die entsprechende Feldgleichung gültig ist. Daher sind auch die Neumann-
und Dirichlet-Ränder für jede betrachtete Feldgleichung individuell zu ermitteln.
Die Bezeichnungen der entsprechenden Gebiete und Ränder der Feldgleichungen sind
in Tabelle 4.1 zugeordnet.
Tabelle 4.1: Zuodnung der Dirichlet- und Neumann-Ränder für die verschiedenen
Felder.
B ∂B ∂BD ∂BN
Transportgleichung mobiler Ionen Bch ∂Bch ∂Bcα ∂BJα
Transportgleichung Referenzkonzentrationen Bre ∂Bre ∂Bcrefα ∂BJrefα
elektrisches Feld Bel ∂Bel ∂BΨ ∂BE
mechanisches Feld Bme ∂Bme ∂Bui ∂Bt
In der Kontinuumsmechanik werden drei Gruppen von Grundgleichungen unterschie-
den. Die Kinematik stellt die geometrische Beschreibung von Bewegungen dar, wobei
die Ursache der Bewegung nicht Gegenstand der Betrachtung ist. Bilanzgleichungen
beschreiben die Änderung des Zustandes infolge von Flüssen über die Gebietsgrenzen
sowie durch Quellen und Senken im Gebietsinneren. Die kinematischen Beziehungen so-
wie die Bilanzgleichungen sind gültig für alle Materialien. Stoﬀeigenschaften speziﬁscher
B∂BD ∂BN
Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Gebietes Ω mit der Berandung ∂B, welche




Materialien werden durch die konstitutiven Gleichungen bzw. die Materialgleichungen
erfasst. Eine weiterführende Einleitung zur Kontinuumsmechanik wird z. B. in den
Arbeiten von Eringen und Maugin [34], Greve [47], Gurtin et al. [51], Altenbach [6]
und Reddy [85, 86] gegeben.
Auf Grundlage der Kontinuumsmechnik werden im Folgenden die chemo-elektro-
mechanischen Feldgleichungen zur Beschreibung des Verhaltens polyelektrolytischer
Hydrogele dargestellt.
4.1 Kinematik
Die Beschreibung der Bewegung eines Körpers B erfolgt durch die Beschreibung der
Bewegung seiner materiellen Punkte. Ein materieller Punkt wird hierbei durch den
Positionsvektor XK zur Zeit t0 gekennzeichnet. Als Bewegung wird die stetige zeit-
liche Abfolge unterschiedlicher Konﬁgurationen bezeichnet. Zur Beschreibung der
Bahnkurven der materiellen Körperpunkte ist XK der Scharparameter und t der Kur-
venparameter. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit durchgängig
mit der Indexnotation gearbeitet wird und die Einsteinsche Summenkonvention gilt,
siehe [105] Die Beschreibung der aktuellen Konﬁguration zum Zeitpunk t erfolgt mittels













Abbildung 4.2: Körper in der Referenz- und Momentankonﬁguration.
der Momentankonﬁguration wird durch
xk = xk(XM , t) (4.2)







dar. Um eine bijektive Zuordnung zwischen der Referenz- und der Momentankonﬁgura-
tion herzustellen und Durchdringungen zu unterbinden, muss die Bedingung
det (FkK) > 0 (4.4)
erfüllt werden. Die Verschiebung eines materiellen Teilchens ist über die Beziehung
uk = xk −XK(xm, t)δKk. (4.5)
deﬁniert. Hierbei bezeichnet δkl das Kronecker-Delta, mit
δkl = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, falls k = l
0, sonst.
(4.6)
Durch den Green-Lagrangescher Verzerrungstensor
EKL = 1
2




(uk,l + ul,k − um,kum,l), (4.8)
werden geeignete Verzerrungsmaße eingeführt. Des Weiteren kann die Größe einer
Deformation über den Verschiebungsgradienten
GukL = ∂uk∂XL (4.9)
bzw. die Norm des Verschiebungsgradienten
∣∣GukL∣∣ = √GukLGukL. (4.10)
gemessen werden. Die folgenden Betrachtungen beschränken sich auf kleine Verformun-
gen, d. h. ∣∣GukL∣∣ << 1. (4.11)
In diesem Falle liegen Referenz- und Momentankonﬁguration von B eng beeinander und
eine Unterscheidung zwischen Lagrangescher und Eulerscher Betrachtungsweise
entfällt. Alle auftretenden Feldgrößen werden somit in Abhängigkeit vom Ortsvektor xi
und von der Zeit t angegeben. Aufgrund der Forderung in Gleichung (4.11) werden die
nichtlinearen Terme in den Gleichungen (4.7) und (4.8) vernachlässigbar klein und der
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Lagrange-Greensche und der Euler-Almansi-Verzerrungstensor gehen ineinander
über. Dann stellt der inﬁnitesimale Verzerrungstensor
εkl = 1
2
(uk,l + ul,k) (4.12)
ein geeignetes Verzerrungsmaß dar. Die Annahme kleiner Verformungen beschränkt
das hier entwickelte Modell zunächst auf kleine Verzerrungen und kleine Rotationen,
was bei der Anwendung des Modells berücksichtigt werden muss. Zur Erweiterung des
Modells auf große Deformationen sei z. B. auf die Arbeiten von Nardinocchi und Puntel
[79] sowie von Lucantonio et al. [72] verwiesen.
4.2 Bilanzgleichungen
Neben der kinematischen Beschreibung der Bewegung des Körper B ist es notwendig,
die Änderung seiner physikalischen Zustandsgrößen zu quantiﬁzieren. Dies erfolgt unter
Verwendung der Bilanzgleichungen, welche in der globalen Form für den gesamten
Körper oder in lokaler Form für ein materielles Teilchen formuliert werden können.
Voraussetzung für den Übergang zwischen globaler und lokaler Beschreibung der
Bilanzgleichungen ist hierbei, dass die betrachteten Felder hinreichend glatt sind.
Bilanzgleichungen stellen allgemeine Naturgesetze und Prinzipien dar und gelten somit
unabhängig vom betrachteten Material.
Im Folgenden wird die allgemeine Form der Bilanzgleichungen betrachtet. Anschlie-
ßend werden die speziﬁschen Bilanzgleichungen für das mechanische Feldproblem sowie
für das chemische Feldproblem angegeben. Im Abschnitt 4.2.5 werden die Bilanzglei-
chungen für das elektrische Feld diskutiert.
4.2.1 Allgemeine Form












wobei Θ die zu bilanzierende speziﬁsche Größe, θi die zu Θ zugeordnete Flussgröße, Θˆ
einen Produktionsterm (z. B. Wärmequellen, Ionenquelle durch chemische Reaktionen)
und Θ˜ einen Zufuhrterm (z. B. durch Fernwirkung) darstellt.
Wird das Oberfächenintegral mittels des Satzes von Stokes in ein Volumenintegral






+Θvi,i = θi,i + Θˆ ∀xi ∈ B. (4.14)
4.2.2 Massenerhaltung




beschrieben, wobei ρ die Massendichte bezeichnet. Die Masse ist eine Erhaltungsgröße,
d. h. in einem abgeschlossenen System ist sie konstant. Demnach ist die materielle





ρdV = 0, (4.16)
woraus die lokale Form
∂ρ
∂t
+ (ρvi),i = 0 ∀xi ∈ B (4.17)
folgt. Die Gleichungen (4.16) und (4.17) werden auch als Kontinuitätsgleichung be-




spricht man von Inkompressibilität. Damit ergibt sich
vi,i = 0 ∀xi ∈ B. (4.19)
Im Folgenden wird angenommen, dass mehrere Bestandteile ϑ im Körper B vorliegen.




+ (ρϑvϑi ),i = rˆϑρ ∀xi ∈ B, (4.20)
wobei rˆϑρ formell einer Dichteproduktion und physikalisch einem Austauschterm zwischen
den Komponenten ϑ entspricht. Für ihn muss
∑
ϑ
rˆϑρ = rˆρ = 0 ∀xi ∈ B (4.21)
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zwingend erfüllt sein, wenn die Gesamtdichte ρ des geschlossenen Systems die Beziehung
ρ = ∑
ϑ
ρϑ ∀xi ∈ B (4.22)
erfüllt.
Massenbilanz der mobilen Ionen
Im Folgenden wird ein Lösungsmittel betrachtet, in welchem Ionen der Sorte α vor-




i = vαi − vFi (4.23)
und der Deﬁnition einer der Ionensorte α zugeordneten Massendichte
ρα =Mαcα (4.24)
ergibt sich aus Gleichung (4.20) die Massenbilanz für die Ionenspezies α zu
∂cα
∂t
+ (cαvαi ),i = rˆα ∀xi ∈ B. (4.25)
Hierbei stellt Mα die molare Masse der Ionensorte α und rˆα einen Konzentrations-
produktionsterm dar, welcher z. B. genutzt werden kann, um chemische Konversionen









i = cαvα,reli (4.27)
und Jα,advi = cαvFi (4.28)
deﬁniert. Mittels Gleichung (4.23) ergibt sich somit die Transportgleichung für die
Ionenspezies α aus Gleichung (4.25) zu
∂cα
∂t
= − (Jα,kondi + Jα,advi ),i + rˆα ∀xi ∈ B. (4.29)
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Massenbilanz der gebundenen Ionen
Die Massenbilanz der gebundenen Ladungsträger lautet entsprechend Gleichung (4.25)
∂cfc
∂t
+ (cfcvfci ),i = rˆfc ∀xi ∈ B, (4.30)
wobei die Ionenspezies α = fc gesetzt wurde, um die gebundenen Ladungsträger zu
identiﬁzieren. Entsprechend der Herleitung von Attaran et al. [7] ergibt sich aus
Gleichung (4.30) bei kleinen Deformationen der Zusammenhang
cfc ≈ cfc0(1 − εii) ∀xi ∈ B. (4.31)
Hierbei bezeichnet cfc0 die Ionenkonzentration gebundener Ladungsträger des Anfangs-
zustandes.
4.2.3 Impulsbilanz
Der Impuls P stellt eine Größe dar, welche die Geschwindigkeits- und Masseverteilung
eines Körpers in Verbindung bringt und den kinetischen Zustand des Körpers B
beschreibt. Die zeitliche Änderung des Impulses ist gleich der resultierenden Kraft F
auf den Körper




ρvidV = Fi. (4.32)
Der Kraftvektor Fi lässt sich zusammensetzen aus der Summe aller Oberﬂächenkräfte
ti = σjinj = njσji (4.33)
und aller speziﬁschen Volumenkräfte fi, wobei σij den Cauchyschen Spannungstensor
















Unter Anwendung des Stokesschen Integralsatzes wird das Oberﬂächenintegral in
ein Volumenintegral umgeformt. Bei Berücksichtigung der Massenerhaltung Gleichung
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(4.17) folgt damit w
B
[σij,i + ρ(fj − aj)]dV = 0, (4.36)
wobei ai den Beschleunigungsvektor darstellt. Die lokale Form der Impulsbilanz, bzw.
die 1. Cauchysche Bewegungsgleichung folgt somit zu
σij,i + ρ(fj − aj) = 0 ∀xi ∈ B. (4.37)
4.2.4 Drehimpulsbilanz
Der Drehimpuls Li beschreibt – ähnlich wie der Impuls – den kinetischen Zustand
eines Körpers. Dabei ist die zeitliche Änderung des resultierenden Drehimpulses eines
Körpers gleich dem resultierenden Moment Mi bezüglich des Punktes O. Die Deﬁnition









deﬁniert wird. Hierbei stellt εklm den Permutationstensor und xl den Abstand vom
Punkt O dar. Nach einer geeigneten Umformung und unter Beachtung der 1. Cau-
chyschen Bewegungsgleichung (4.37) folgt die lokale Form
σklεklm = 0 ∀xi ∈ B. (4.40)
Hieraus folgt die Symmetrie des Cauchysche Spannungstensor
σkl = σlk ∀xi ∈ B. (4.41)
4.2.5 Bilanzgleichungen der Elektrodynamik
Die Bilanzgleichungen der Elektrodynamik können durch die von Maxwell zusammenge-
fassten Gleichungen konsistent beschrieben werden. Die hier dargestellten Gleichungen
sind nur gültig für die Makroskala, da vom Übergang von der mikroskopischen Skale
bereits eine Mittelung vorgenommen wurde. Für weitergehende Erläuterungen und
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Hintergründe, siehe [1]. Die Maxwell-Gleichungen sind
Gausssches Gesetz di,i = ρe (4.42)
Induktionsgesetz εijkEk,j + ∂Bi
∂t
= 0 (4.43)
Gausssches Gesetz für Magnetfelder Bi,i = 0 (4.44)
Durchﬂutungsgesetz εijkHk,j − ∂di
∂t
= Jqi , (4.45)
wobei εijk das Levi-Civita Symbol, bzw. den Permutationstensor darstellt. Weiter stellt
di die elektrische Flussdichte, ρe die Raumladungsdichte, J
q
i den elektrischen Fluss,Ei die elektrische Feldstärke, Hi die magnetische Feldstärke und Bi die magnetische
Flussdichte dar. Die elektrische Ladung stellt eine Erhaltungsgröße dar. Es sei darauf
hingewiesen, dass die Ladungserhaltung
∂ρe
∂t
+ Jqi,i = 0 (4.46)
als direkte Konsequenz aus dem Satzes von Gauß, siehe Gleichung (4.42), und dem
erweiterten Durchﬂutungsgesetz, siehe Gleichhung (4.45), folgt.
Durch Einführung des skalaren elektrischen Potentials Ψ sowie des magnetischen
Vektorpotentials Ai ergeben sich
Bi = εijkAk,j ∀xi ∈ B (4.47)
und Ei = −Ψ,i − ∂Ai
∂t
∀xi ∈ B. (4.48)
Hierbei ist anzumerken, dass die Einführung eines magnetischen Vektorpotentials bzw.
eines skalaren elektrischen Potentials nur zulässig ist, wenn Bi bzw. (Ei + ∂Ai∂t ) wirbelfrei
ist [83], d. h. für z
∂B





)nidA = 0 bzw. εijk (Ek,j + ∂
∂t
Ak,j) = 0. (4.50)
Die Raumladungsdichte ρe kann über die Beziehung
ρe = F∑
γ
(zγcγ) ∀xi ∈ B (4.51)
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ausgewertet werden, wobei qe die elektrische Ladung, F = 96485,33289As/mol die
Faraday-Konstante, zγ die Valenz (Ladungszahl) und cγ die Konzentration der Ionen-
spezies γ darstellt. Die Summe in Gleichung (4.51) versteht sich als Summe über alle
ladungstragende Teilchen, d. h. mobile und gebundene Ionen.
4.3 Materialgleichungen
Alle Kontinua verhalten sich erfahrungsgemäß in Übereinstimmung mit der Erhaltung
der Masse, des Impulses, des Drehimpulses etc., d. h. mit den Grundgleichungen der
Kontinuumsmechanik. In diesem Zusammenhang besitzen sie die Bedeutung allge-
meiner Naturgesetze. Nur in wenigen Sonderfällen, wie z. B. zur Beschreibung der
Bewegung eines starren Körpers, reichen diese aus, um das charakteristische Verhal-
ten eines Systems zu bestimmen. Im Allgemeinen zeigt die Erfahrung jedoch, dass
Körper unterschiedlichen Materials ein unterschiedliches Antwortverhalten auf gleiche
Belastungen zeigen. Deswegen ist es notwendig, das materialspeziﬁsche Verhalten eines
Körpers, wie z. B. das Deformationsverhalten, charakterisieren zu können. Hierbei wird
im Rahmen der Kontinuumsmechanik auf die Betrachtung der inneren Struktur des
Materials verzichtet.
Des Weiteren ist die Anzahl der zur Zustandsbeschreibung des Kontinuums not-
wendigen Variablen größer als die Anzahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen.
Um das entsprechende Gleichungssystem lösen zu können, werden zusätzliche Be-
ziehungen zwischen den Unbekannten benötigt. Diese Beziehungen berücksichtigen
das materialabhängige Verhaltens eines Körpers und werden daher als Konstitutiv-
oder Materialgleichungen bezeichnet. Im Folgenden werden die verwendeten Materi-
algesetze bezüglich der mechanischen, der chemischen und der elektrischen Domäne
wiedergegeben.
4.3.1 Chemisches Materialverhalten
In Abschnitt 4.2.2 wurde bereits dargestellt, dass sich die lokale zeitliche Änderung der
Konzentration einer bestimmten Ionenspezies α an einem Punkt aus konduktiven und
advektiven Ionenﬂüssen sowie durch Ionenquellen bzw. -senken bildet. Hierbei stellt
Advektion nach Gleichung (4.28) den Transport von Ionen infolge der Bewegung des
Trägermediums dar, d. h. es werden z. B. in Wasser gelöste Ionen transportiert, wenn
das Wasser in eine bestimmte Richtung bewegt wird. Konvektion nach Gleichung (4.27)
stellt hingegen den Transport von Ionen dar, welcher relativ zum Trägermedium erfolgt.
Ionenquellen bzw. -senken stellen in diesem Zusammenhang Austauschterme zwischen
32
4.3 Materialgleichungen
verschiedenen Konstituenten dar, d. h. mittels ihrer Hilfe können Umwandlungsprozesse
z. B. infolge chemischer Reaktionen mathematisch abgebildet werden.
Im Rahmen dieser Arbeit werden konduktive Ionenbewegungen infolge von Konzen-
trationsgradienten sowie infolge von Gradienten im elektrischen Potential berücksichtigt.
Anders als der advektive Ionenﬂuss stellt der konduktive Ionenﬂuss einen materialabhän-
gigen Flussterm dar, d. h. die Größe der entsprechenden Ionenﬂüsse infolge vorhandener
Gradienten ist abhängig von den Materialeigenschaften des Trägermediums. Im Fol-
genden wird das elektrochemische Potential µα der Ionenspezies α genutzt, um die
Umverteilung der in einem Lösungsmittel gelösten Teilchen infolge der Konduktion zu
beschreiben. Für verdünnte Lösung nimmt das elektrochemische Potential bezüglich der




i = −DαcαRT µα,i = −Dαcα,i − zαcαDα FRT Ψ,i, (4.52)
wobei Flussbeiträge resultierend aus einem Temperaturgradienten vernachlässigt sind.
Der erste Term der rechten Seite von Gleichung (4.52) stellt hierbei den Ionenﬂuss
infolge von Diﬀusion, der zweite Term den Ionenﬂuss infolge von Migration dar. Es
sei an dieser Stelle angemerkt, dass im Rahmen der vorliegenden Arbeit keine chemi-
schen Umwandlungsprozesse berücksichtigt werden, d. h. entprechende Quellterme in
Gleichung (4.29) bleiben unberücksichtigt.
4.3.2 Elektromagnetisches Materialverhalten
Die elektrische Verschiebung di, die Stromdichte J
q
i sowie die magnetische Feldstärke Hi
sind die materialunabhängigen Feldgrößen des elektrostatischen Feldes, des elektrischen
Strömungsfeldes und des magnetischen Feldes [83]. Die materialunabhängigen und die
materialabhängigen Feldgrößen werden über geeignete Materialgleichungen verknüpft.
Hierbei ist elektrische Feldstärke Ei die materialabhängige Feldgröße für das elektrosta-
tische Feld, während die magnetische Induktion Bi die materialabhängige Feldgröße für
das magnetische Feld darstellt. Der Zusammenhang zwischen den materialabhängigen
und den materialunabhängigen Größen wird über die Beziehungen







hergestellt. Gleichung (4.53) folgt aus dem Zusammenhang
di = ǫ0Ei + pi (4.56)
mit
pi = ǫ0χeEi (4.57)
und
ǫr = 1 + χe. (4.58)
Hierbei ist ǫ die Dielektrizitätskonstante des Dielektrikums, µ¯ die absolute magnetische
Permeabilität, pei die elektrische Polarisation, κ die elektrische Leitfähigkeit, χ
e die elek-
trische Suszeptibilität und mi die magnetische Polarisation. Die absolute magnetische
sowie die absolute elektrische Permeabilität lassen sich multiplikativ aufteilen zu
ǫ = ǫrǫ0 (4.59)
und
µ¯ = µ¯rµ¯0. (4.60)
Dabei bezeichnen µ¯r die relative magnetische Permeabilität, µ¯0 = 1,256 ⋅ 10−6Vs/(Am)
die magnetische Feldkonstante, ǫr die relative Dielektrizitätskonstante des Dielektri-
kums und ǫ0 = 8,854 ⋅ 10−12As/(Vm) die elektrische Feldkonstante (Permittivität) des
Vakuums.
4.3.3 Mechanisches Materialverhalten





beschrieben. Diese allgemeine Form genügt bereits drei der konstitutiven Axiomen
der Materialtheorie. Das Prinzip der lokalen Wirkung für einfache Materialien ersten
Grades wird erfüllt, d. h. nur benachbarte materielle Teilchen besitzen einen Einﬂuss auf
den betrachteten materiellen Punkt. Dieser Bedingung wird genügt, da die auftretenden
Spannungen im Körper nur von den Verzerrungen εij, und damit nur von Ableitungen
erster Ordnung abhängen. Des Weiteren genügt Gleichung (4.61) dem konstitutiven
Prinzip des Determinismus, da der aktuelle Zustand des Körpers ausschließlich von
der aktuellen Beanspruchung und der Beanspruchungsvorgeschichte abhängt. Durch
die zuvor getroﬀenen Annahme kleiner Deformationen ist das Prinzip der materiellen
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Objektivität erfüllt [53, 54].
Zur Bestimmung der Spannungs-Verzerrungsbeziehung ist es zweckmäßig, die Struk-
tur bzw. den Aufbau des Hydrogels zu betrachten. Wie zuvor dargestellt, bestehen
Hydrogele aus einer vernetzten Polymermatrix, in dessen Zwischenräumen sich Wasser
beﬁndet. Ihr Materialverhalten kann als viskoelastisch beschrieben werden, da das
enthaltene Wasser viskose und die Polymermatrix elastische Eigenschaften aufweist.
Da beide Komponenten, d. h. Polymermatrix und Wasser für sich inkompressibel sind,
muss auch deren Gemisch bzw. das Hydrogel Inkompressibilität aufweisen. Richter [87]
hat gezeigt, dass sich das viskoelastische Materialverhalten in sehr guter Näherung als
Kombination von Federelement und Dämpferelement abbilden lässt.
Viskoses Materialverhalten
Die einfachste Materialgleichung zur Beschreibung eines viskosen Fluids besteht in
einem linearen Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor σij und dem Deformati-
onsgeschwindigkeitstensor ε˙ij welcher sich als
σij = −pδij + λ∗ε˙kkδij + 2ηε˙ij (4.62)
darstellen lässt. Diese Gleichung wird als das Cauchy-Poisson-Gesetz bezeichnet
[99]. Hierbei stellt λ∗ eine materialtypische skalare Funktion des thermodynamischen
Zustandes dar. Die Schubspannung τij ist proportional zur Scherrate γ˙ij
τij = ηγ˙ij, (4.63)
wobei
η = η(γ˙) (4.64)
die Fließfunktion bzw. eine von der Scherrate abhängige Viskosität darstellt. Für
allgemeine Newtonsche Flüssigkeiten lässt sich das Cauchy-Poisson-Gesetz in die
vereinfachte Form
σij = −pδij + 2ηε˙ij (4.65)
bringen.
Elastisches Materialverhalten
Für kleine Verformungen kann der elastische Anteil der Spannungs-Dehnungsbeziehung
für Hydrogele in sehr guter Näherung als linear elastisch angenähert werden [87].
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Damit kann Hookesches Materialverhalten angenommen werden und die Spannungs-
Dehnungsbeziehung stellt sich als
σij = Eijklεelkl (4.66)
dar.
Kopplung zwischen osmotischem Druck und mechanischem Verhalten
In Abschnitt 3.3 wurde der Begriﬀ der Osmose bzw. des osmotischen Drucks bereits
eingeführt. Beﬁndet sich das betrachtete System im thermodynamischen Gleichgewicht,
so lässt sich der osmotische Druck in einer Lösung über das Van’t Hoffsche Gesetz




Ist die Summe der Konzentrationen aller betrachteten Ionenspezies am betrachteten
Punkt gegenüber einem beliebig wählbaren Referenzpunkt unterschiedlich, so resultiert
dies in einem osmotischen Diﬀerenzdruck zum Referenzpunkt. Dieser Diﬀerenzdruck
lässt sich gegenüber einer frei wählbaren Referenz ausdrücken und erhält somit die
Form
∆π = π − πref = RT∑
α
(cα − cα,ref), (4.68)
wobei πref den osmotischen Druck am Referenzpunkt und cα,ref die Ionenkonzentration in
der Referenz darstellt. An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dass eine osmotische Druck-
diﬀerenz ∆π nur zwischen zwei Orten deﬁniert ist, welche durch eine semipermeable
Membran separiert sind.
In Anlehnung an die Vorarbeiten von Wallmersperger et al. [111, 112] und Attaran et
al. [7] wird die Kopplung des mechanischen zum chemischen Feld über eine osmotische
Dehnung hergestellt. Demnach kann die Dehnung infolge der Hydrogelquellung bzw.
-entquellung durch
εosmij = δijΓ(∆π −∆π0) (4.69)
beschrieben werden, d. h. es tritt eine isotrope Dehnung ohne deviatorische Anteile
infolge einer Änderung der osmotischen Druckdiﬀerenz auf. Hierbei bezeichnet Γ den
Quellungskoeﬃzienten und ∆π0 die osmotische Druckdiﬀerenz im Anfangszustand des
Systems. Der inﬁnitisimale Dehnungstensor lässt sich dann additiv in die elastische
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Dehnung sowie in die osmotische Dehnung aufspalten
εij = εelij + εosmij . (4.70)
Diese Formulierung eignet sich bereits, um die instationäre Quellung eines chemisch
stimulierten Hydrogels beschreiben. Um das zeitliche Verhalten der Hydrogelquellung
abzubilden, wird für die Referenzkonzentration der Ansatz
∂cα,ref
∂t
= [Dα,refcα,ref,i ],i (4.71)
verwendet, siehe dazu auch Sobczyk und Wallmersperger [96].
Die in Gleichung (4.69) getroﬀene Annahme ermöglicht es, auf die explizite Aus-
wertung der Massen- und Impulsbilanz des Lösungsmittels zu verzichten. Dadurch
vereinfacht sich das System gekoppelter Feldgleichungen z. B. gegenüber der TPM stark.
Für viele Anwendungen ist dieser Ansatz geeignet, wie der Vergleich mit Experimenten
gezeigt hat [110, 111, 112]. Es soll jedoch darauf hingewiesen werden, dass durch das
Treﬀen dieser Annahme bestimmte Eﬀekte, welche das Fluid betreﬀen, nicht abgebildet
werden können, wie z. B. Reibung zwischen Porenﬂuid und Polymermatrix oder die
Abbildung des advektiven Ionenﬂusses.
4.4 Chemo-elektro-mechanisches Feldproblem
In diesem Abschnitt werden die zur Lösung des gekoppelten Feldproblems erforderlichen
Feldgleichungen mit den dazugehörigen Anfangs- und Randbedingungen zusammenge-
stellt.
4.4.1 Chemisches Feld
Aus der Massenbilanz für die Konzentration einer Ionenspezies α Gleichung (4.29),
der Deﬁnition des konduktiven Flusses Gleichung (4.52) und des advektiven Flusses
Gleichung (4.28) ergibt sich
∂cα
∂t
= [Dαcα,i + zαcαDα FRT Ψ,i],i − (cαvFi ),i. (4.72)
Die Feldgleichung zur Beschreibung der Referenzkonzentration ergibt sich durch Glei-
chung (4.71). Die Gleichungen zur Beschreibung des chemischen Feldes stellen Anfangs-
Randwertprobleme dar, zu dessen Lösung Rand-, Übergangs- sowie Anfangsbedingungen
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benötigt werden. Das zusammengefasste Anfangsrandwertproblem für das chemische
Feld lautet dann:
Feldgleichung zur Beschreibung des Transports mobiler Ionen:
∂cα
∂t
= [Dαcα,i + zαcαDα FRT Ψ,i],i − (cαvFi ),i + rˆα in Bch (4.73)
Randbedingungen:
cα = c¯α auf ∂Bcα (4.74)
Jαi ni = J¯α auf ∂BJα (4.75)
Anfangsbedingung:
cα(t = t0) = cα0 in Bch (4.76)
4.4.2 Elektrostatisches Feld
Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit im chemischen Feld um Größenordnungen geringer
ist als im elektrischen Feld, genügt die Beschreibung des elektrischen Feldes für den
statischen Fall. Dann können weiterhin elektrische sowie magnetische Felder gemeinsam
auftreten, welche jedoch in der statischen Betrachtung voneinander entkoppelt vorliegen.
Die durch die auftretenden Stromänderungen erzeugten magnetischen Felder und die
durch die Änderung des Magnetfeldes erzeugten elektrischen Felder sind dann vernach-
lässigbar klein. Im Folgenden soll der Einﬂuss magnetischer Felder unberücksichtigt
bleiben. Unter den genannten Einschränkungen genügt somit die Beschreibung des
elektrostatischen Feldes durch Verwendung des elektrischen Potentials Ψ. Unter den
Annahmen der Elektrostatik vereinfacht sich Gleichung (4.48) zu
Ψ,i = −Ei. (4.77)
Mit Gleichung (4.53) ergibt sich











Wird weiter angenommen, dass [1/(ǫrǫ0)],i = 0, dann ergibt sich aus Gleichung (4.42)
der Zusammenhang





bzw. mit Gleichung (4.51)





Das Randwertproblem des elektrostatischen Feldes lässt sich unter der Vorgabe geeig-
neter Randbedingungen lösen. Das zusammengefasste Randwertproblem lautet:
Feldgleichung zur Beschreibung des elektrostatischen Feldes:




(zγcγ) in Bel (4.81)
Randbedingungen:
Ψ = Ψ¯ auf ∂BΨ (4.82)
dini = d¯ auf ∂BE (4.83)
4.4.3 Mechanisches Feld
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ausschließlich das mechanische Verhalten des
Hydrogels betrachtet, d. h. das Strömungsverhalten der Lösung im Lösungsbad soll an
dieser Stelle nicht weiter untersucht werden. Da das Quellverhalten von Hydrogelen sehr
langsam ist, kann das viskose Materialverhalten des im Hydrogel enthaltenen Wassers
vernachlässigt werden, solange von außen aufgeprägte Lasten als quasistatisch betrachtet
werden können. Unter Verwendung der ersten Cauchyschen Bewegungsgleichung (4.37)
mit dem Hookeschen Materialgesetz (4.66) ergibt sich
(Eijklεelkl),i + ρ(fj − aj) = 0. (4.84)
Unter der Annahme, dass sich die Gesamtdehnung εij des Hydrogels in einen elastischen
Anteil εelij und eine Quelldehnung ε
osm
ij entsprechend Gleichung (4.70) zerlegt werden
kann, ergibt sich unter Verwendung einer linearen Kinematik nach Gleichung (4.12)
[Eijkl (1
2
(uk,l + ul,k) − εosmkl )]
,i
+ ρ(fj − aj) = 0. (4.85)
Im Folgenden wird ein linearer Zusammenhang zwischen der Änderung der osmotischen
Druckdiﬀerenz ∆π −∆π0 und der osmotischen Dehnung εosmkl nach Gleichung (4.69)
angenommen. Die Auswertung von Gleichung (4.68) zum aktuellen Zeitpunkt sowie
zum Anfangszustand führt auf die Beziehungen
∆π = π − πref = RT∑
α




∆π0 = π0 − πref,0 = RT∑
α
(cα0 − cα0,ref). (4.87)








+ ρ(fj − aj) = 0
mit ∆cα = (cα − cα,ref) und ∆cα0 = (cα0 − cα0,ref). (4.88)
Das komplette Anfangsrandwertproblem zur Beschreibung des mechanischen Feldes
ergibt sich zu:
Feldgleichung zur Beschreibung des mechanischen Feldes:
[Eijkl (1
2




+ ρ(fj − aj) = 0 in Bme
mit ∆cα = (cα − cα,ref) und ∆cα0 = (cα0 − cα0,ref).
(4.89)
Randbedingungen:
ui = u¯i auf ∂Bu (4.90)
σijnj = t¯i auf ∂Bt (4.91)
Anfangsbedingungen:
ui(t = 0) = u¯0i in Bme (4.92)
(4.93)
4.4.4 Chemisches Referenzfeld
Die Bestimmung des osmotischen Drucks erfolgt in der MFT über die Auswertung
eines Referenzfeldes [7, 112]. In der vorliegenden Arbeit wird dazu Gleichung (4.71)
genutzt. Das entsprechende Anfangsrandwertproblem lautet somit:
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Gleichung zur Beschreibung des Referenzfeldes:
∂cα,ref
∂t
= [Dα,refcα,ref,i ],i in Bre (4.94)
Randbedingungen:
cαref = c¯α,ref auf ∂Bcα,ref (4.95)
J
α,ref
i ni = J¯αref auf ∂BJα,ref (4.96)
Anfangsbedingung:
cα,ref(t = 0) = c¯α0,ref in Bre (4.97)
Die Beschreibung der osmotischen Druckdiﬀerenz zwischen zwei durch eine semiperme-
able Membran getrennte Lösungsbäder geht auf die grundlegende Arbeit von Van’t
Hoﬀ [106] zurück. Diese Untersuchung beschränkte sich dabei auf die Betrachtung von
Gleichgewichtszuständen. Mittels der Theorie von Van’t Hoﬀ können ausschließlich
Aussagen zum Zustand des jeweiligen gesamten Lösungsbades getroﬀen werden. Wall-
mersperger und Ballhause [112] und Attaran et al. [7] formulieren eine Beschreibung zur
Auswertung des lokalen osmotischen Diﬀerenzdruckes zwischen Gel und Lösungsbad
zur Beschreibung des elektrisch stimulierten Quellverhaltens von Hydrogelen.
Wie in Abschnitt 6.3 genauer erläutert wird, sind die Modellformulierungen von
Wallmersperger und Ballhause sowie von Attaran et al. ungeeignet um das zeitliche
Quellverhalten von Hydrogelen bei Vorgabe sprunghafter Randbedingungen zu ermit-
teln. Wie in Abschnitt 6.1 dargestellt, ist es mit dem in Gleichung (4.94) gegebenen
Ansatz möglich, das Zeitverhalten der Hydrogelquellung in sehr guter Näherung abzu-
bilden. Für den Gleichgewichtszustand ergeben sich die gleichen Ergebnisse wie unter
Verwendung des klassischen Ansatzes von Van’t Hoﬀ [106] sowie von Wallmersperger
und Ballhause [112] und Attaran et al. [7].
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In Kapitel 4 wurde ein Modell mit den entsprechenden Feldgleichungen zur Beschrei-
bung des Verhaltens von Hydrogelen vorgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wird zur
Lösung des gekoppelten Feldproblems die Finite-Elemente-Methode eingesetzt. Nach
Einführung geeigneter Wichtungsfunktionen zur Anwendung der gewichteten Residuen-
Methode werden in Abschnitt 5.1 die schwachen Formen der zuvor zusammengestellten
Feldgleichungen hergeleitet.
Nach Bildung der schwachen Formen werden diese in Abschnitt 5.2 räumlich diskreti-
siert. Die Zeitdiskretisierung der semidiskreten schwachen Formen erfolgt in Abschnitt
5.3 über das implizite Euler-Verfahren. Zur Linearisierung der diskreten schwachen For-
men wird das Newton-Raphson-Verfahren genutzt, welches in Abschnitt 5.4 umrissen
wird. Im Abschnitt 5.5 wird knapp auf die in dieser Arbeit umgesetzte Kontaktformu-
lierung eingegangen. Für eine weiterführende Einleitung zur Finite-Elemente-Methode
sei zudem auf die Arbeiten von Bathe [11], Cook et al. [20], Fish und Belytschko [36],
Martin [75], Wriggers [117] sowie Zienkiewicz et al. [125] verwiesen.
5.1 Schwache Form der Feldgleichungen
Im Abschnitt 4.4 wurden die Feldgleichungen zur Beschreibung des gekoppelten chemo-
elektro-mechanischen Verhaltens von Hydrogelen formuliert, welche in der allgemeinen
Form D(dβ) = 0 (5.1)
mit den Randbedingungen G(dβ) = 0 (5.2)
dargestellt werden können. Hierbei bezeichnen D und G Diﬀerentialoperatoren und
dβ die Primärvariablen. Zur Lösung mittels der FEM wird das Feldproblem in die
schwache Form überführt. Dazu werden die Feldgleichungen und die Randbedingungen
gemäß [124] über dem Gebiet bzw. Rand integriert in welchem sie Gültigkeit besitzen,
mit einer geeigneten Gewichts- bzw. Testfunktion w multipliziert und anschließend
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wG(dβ)dA = 0. (5.3)
Geeignete Wichtungsfunktionen müssen hierbei willkürliche Werte annehmen dürfen
und auf den zugehörigen Dirichlet-Rändern verschwinden, d. h. homogene Dirich-
let-Randbedingungen erfüllen. Aufgrund ihrer passenden Eigenschaften werden hierfür
Wichtungsfunktionen gewählt, welche der Variation der Feldgleichung zugehörigen
Primärvariable entspricht, d. h. δcα für die Transportgleichungen mobiler Ionen, δcα,ref
für die Transportgleichung zur Beschreibung der Referenzkonzentration, δu für die
Impulsgleichung und δΨ für die Poisson-Gleichung zur Beschreibung der Vertei-
lung des elektrischen Potentials. Damit gelten für die Variation der entsprechenden
Primärvariable die Beziehungen:
δui = 0 auf ∂Bui , (5.4)
δcα = 0 auf ∂Bcα , (5.5)
δcrefα = 0 auf ∂Bcrefα , (5.6)
δΨ = 0 auf ∂BΨ. (5.7)
Um die schwache Form zu erhalten wird eine partielle Integration des Gebietsintegrals
mittels desGaußschen Integralsatzes durchgeführt. Hierbei verringert sich die Ordnung
der betrachteten Diﬀerentialgleichungen und ein Ringintegral, welches die Zu- und





C(w)F(dβ)dA = 0. (5.8)
Hierbei sind A,H,C und F Diﬀerentialoperatoren, welche im Allgemeinen niedrigere
Ableitungen als die Diﬀerentialoperatoren D und G enthalten. Durch die Überführung
zur starken bzw. zur schwachen Form werden die Feldgleichungen im Allgemeinen nicht
mehr exakt erfüllt, sondern nur noch in ihrer integralen Form. In der schwachen Form
werden Neumann-Randbedingungen nicht mehr exakt, sondern nur noch im integralen
Mittel erfüllt.
Wie in Kapitel 4 diskutiert, lässt sich die Berandung ∂B in Ränder aufteilen, in
welchen Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen erfüllt werden müssen. Auf-
grund des Verschwindens der Wichtungsfunktionen auf Dirichlet-Rändern genügt
es, statt des Ringintegrals über den gesamten Körper, nur das Randintegral über
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C(w)F(dβ)dA = 0 (5.9)
Zur Bildung der schwachen Form von Gleichung (4.73) kann entweder der konduktive
Term alleine oder zusammen mit dem advektiven Term partiell integriert werden [124].










i nidA = 0 (5.10)
mit cα = c¯α auf ∂Bcα . (5.11)




i = −Dαcα,i −Dα FRT zαcαΨ,i. (5.12)
Wird hingegen der konduktive Term zusammen mit dem advektiven Term partiell





+ δcα,i (Dαcα,i +Dα FRT zαcαΨ,i − cvi) − δcαrˆα]dV +
w
∂BJα
δcα (Jkond,αi + Jadv,αi )nidA = 0 (5.13)
mit cα = c¯α auf ∂Bcα , (5.14)




i + Jadv,αi = −Dαcα,i −Dα FRT zαcαΨ,i + cvi. (5.15)
Die zugehörigen Dirichlet-Randbedingungen müssen stark erfüllt werden. Anders als
in der starken Formulierung des Feldproblems werden die Neumann-Randbedingungen
nur schwach erfüllt. Analog ergibt sich die schwache Form der Transportgleichung der
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i nidA = 0 (5.16)




i = −Dαcα,ref,i . (5.18)
Die Überführung der Feldgleichung zur Beschreibung des elektrostatischen Feldes nach
Gleichung (4.81) in die schwache Form ergibt dann
w
Bel






δΨEinidA = 0 (5.19)
mitΨ = Ψ¯ auf ∂BΨ (5.20)
wobei sich das elektrische Feld aus der Beziehung
Ei = −Ψ,i (5.21)
ergibt. Die schwache Form der Impulsgleichung in der Form von Gleichung (4.89) ergibt
sich mittels der Umformung







mit ui = u¯i auf ∂Bui (5.24)
mit dem Spannungsvektor
ti = σijnj. (5.25)
5.2 Räumliche Diskretisierung
In Abschnitt 4 wurden die Feldgleichungen in der Form partieller Diﬀerentialgleichungen
zur Beschreibung des Systems zusammen mit den entsprechenden Randbedingungen
gegeben. Da die entsprechenden Feldgrößen kontinuierlich sind, besitzen sie unendlich
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viele Freiheitsgrade. Zur numerischen Lösung des Feldproblems ist es deswegen im Rah-
men der FEM notwendig, dass das Gebiet B, auf welchem die betrachtete Feldgleichung
gültig ist, in eine endliche Anzahl Ne Untergebiete bzw. Elemente Ωn zerlegt wird.
B ≈ B˜ = Ne⋃
n=1
Ωn. (5.26)
Hierbei stellt B˜ eine Approximation von B dar. Eine schematische Darstellung der
Zerlegung des Gesamtgebietes in Elemente wird in Abbildung 5.1 gegeben. Es wird
B˜∂˜BD ∂˜BN
Abbildung 5.1: Zerlegung des Gebietes in Elemente
angenommen, dass die Elemente durch eine endliche Zahl von Knotenpunkten mitein-
ander verbunden sind. Die Elemente dürfen sich hierbei nicht überlappen und es dürfen
keine Lücken im betrachteten Gebiet vorhanden sein. Die Werte der Feldgrößen an
den Knotenpunkten stellen hierbei die Unbekannten des Systems dar. Die Anzahl der
Unbekannten, d. h. der Freiwerte des Systems ist nunmehr endlich. Die Beschreibung der
Feldgröße innerhalb eines Elements erfolgt durch Approximation der kontinuierlichen
Feldgrößen d = {c+, c−, c+ ref, c− ref,Ψ, ux, uy} als Multiplikation der diskreten Freiwerte
di und einer Formfunktion Ni:
d ≈ d˜ = Nidi (5.27)
Zur Diskretisierung der schwachen Form der Feldgleichungen muss auch die kontinuier-
liche Wichtungsfunktion w als diskrete Größe approximiert werden. Im Rahmen des
Bubnov-Galerkin-Verfahrens wird für diese Approximation dieselbe Formfunktion
wie zur Approximation der Feldgröße verwendet
w ≈ w˜ = Niwi. (5.28)
Die Gradienten der Feldgrößen sowie der Wichtungsfunktion ergeben sich damit zu
d,i ≈ d˜,i = Bijdj (5.29)
w,i ≈ w˜,i = Bijwj (5.30)
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mit der Ableitung der Formfunktion
Bij = Ni,j. (5.31)
Das Einsetzen der Ansätze in die Diﬀerentialgleichung schränkt den möglichen Lö-
sungsraum ein, sodass D(d˜, d˙) = 0 im Allgemeinen nicht mehr exakt erfüllt wird und
ein entsprechendes Residuum aus der Diskretisierung RD entsteht
D(d˜, d˙) =RD. (5.32)
Dementsprechend führt die Diskretisierung der starken Form der Diﬀerentialgleichung
auf ein gewichtete-Residuum-Verfahren der Form
w
B˜
w˜RDdV = 0. (5.33)
Die räumlich diskretisierte schwache Form ergibt sich somit zu
w
B˜
A(w˜)B(d˜, d˙)dV + w
∂B˜
C(w˜)F(d˜, d˙)dA = 0. (5.34)
5.3 Zeitdiskretisierung
In der semidiskreten schwachen Form aus Gleichung (5.34) sind nach wie vor Terme mit
Zeitableitung enthalten. Um die in Raum und Zeit diskretisierten schwachen Formen
der betrachteten Diﬀerentialgleichungen zu erhalten, werden die Zeitableitungen der
Primärvariablen d˙ mittels eines Finite-Diﬀerenzen Schemas diskretisiert. Dazu wird
das zu betrachtende Zeitgebiet in nicht überschneidende Zeitintervalle zerlegt und
die Zeitableitungen abschnittsweise mittels des impliziten Euler-Verfahrens bzw.
Rückwärts-Euler-Verfahren approximiert. Ziel des Verfahrens ist es, eine geeignete
Approximation für die Zeitableitung einer Größe zu den diskreten Zeitpunkten ti im
Intervall t ∈ [t0, tend] zu ﬁnden. Als bekannt angenommen wird die Anfangswertaufgabe
d˙(t) = f(t, d(t)) mit d(t = 0) = d0. (5.35)
Damit kann aus der Form
di+1 ≈ di +∆t(di+1)⋅ (5.36)
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als Zeitableitung für d getroﬀen werden. Der hochgestellte Index stellt hierbei dar,
an welchem diskreten Zeitpunkt die entsprechende Größe betrachtet wird, d. h. di
bezeichnet z. B. die Variable d zum Zeitpunkt ti. Der Operator ()⋅ stellt hierbei die
Zeitableitung von () dar.
Im Gegensatz zum expliziten Euler-Verfahren lässt sich die gesuchte Größe di+1
nicht einfach durch Umstellen aus bereits bekannten Größen ermitteln. Zur dessen
Berechnung muss zunächst das Gleichungssystem zum nächsten Zeitschritt t = ti+1
ausgewertet werden, was einen im Vergleich zum expliziten Verfahren größeren nume-
rischen Aufwand darstellt. Das implizite sowie das explizite Euler-Verfahren sind
konsistente Einschrittverfahren, d. h. die Lösung nähert sich der exakten Lösung an,
wenn die Schrittweite verringert wird. Beide Methoden haben eine Konsistenzordnung
von eins, d. h. bei ausreichend kleiner Schrittweite können mit ihnen Polynome ersten
Grades lokal exakt approximiert werden. Allgemein wird bei Approximationsverfahren
mit der Konsistenzordnung k in jedem Intervall [ti, ti+1] ein lokaler Fehler in der Grö-
ßenordnung ∆tk+1 begangen. Demzufolge sind das explizite und das implizite Verfahren
in ihrer Genauigkeit für ∆t→ 0 als gleichwertig zu betrachten [63, 80].
In Rahmen dieser Arbeit wird das implizite Euler-Verfahren genutzt, da das
Verfahren im Gegensatz zum expliziten Euler-Verfahren bedingungslos stabil ist und
damit der erhöhte Rechenaufwand zum Lösen des Gleichungssystems gerechtfertigt
wird.
5.4 Newton-Verfahren für nichtlineare Probleme
Newton-Verfahren sind spezielle Verfahren, welche dazu verwendet werden um Lö-
sungen für nichtlineare Probleme zumeist iterativ zu erhalten. Es sein angemerkt,
dass die Bezeichnung “Newton-Raphson-Verfahren” nur für skalare Gleichungen
verwendet werden sollte, da Joseph Raphson (1648-1715) in die ursprüngliche Bildungs-
vorschrift von Sir Isaac Newton zwar um die Bildung der Ableitung erweiterte, er
das Verfahren jedoch nie auf Gleichungssysteme übertrug. Das Verfahren zur Lösung
allgemeiner Gleichungssysteme wird im Folgenden aus historischen Betrachtungen
heraus als “Newton-Verfahren” bezeichnet, auch wenn die Bezeichnung “Newton-
Simpson-Verfahren“ akkurater wäre, da Thomas Simpson (1710-1761) als Erster das
Newton-Raphson-Verfahren auf Systeme von Gleichungen übertrug. In der Literatur
ist eine Vielzahl von Verfahren bekannt, welche zum Typ der Newton-Verfahren
gehören. Für weitere Informationen sei auf [24] verwiesen.
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Newton-Raphson-Verfahren Das Newton-Raphson-Verfahren wird eingesetzt,
um für nichtlineare Gleichungen der Form
f(x) = 0 (5.38)
iterativ eine Lösung zu erhalten. Aus der Deﬁnition der Störung
∆x = x∗ − x0, (5.39)
wobei x∗ die exakte Lösung und x0 der Ausgangspunkt der Iteration ist, kann eine
Taylorreihe um die exakte Lösung x∗ entwickelt werden:
f(x0 +∆x) = 0 = f(x0) + f ′(x0)∆x +O(∣∆x∣2), (5.40)
welche nach Abbruch nach den linearen Termen auf die erste Korrektur des Startwertes
x1 − x0 =∆x0 = − f(x0)
f ′(x0) (5.41)
führt, wobei O das Landau Symbol kennzeichnet. Die Iterationsvorschrift folgt dann zu
xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk) , k = 0,1, ... (5.42)
Der Kontraktionsfaktor Λ kann über die Relation
Λ =max
x∈I
f(x)f ′′(x)(f ′(x))2 (5.43)
gefunden werden. Ist I ein geeignetes Intervall in welchem x∗ liegt, beﬁndet sich x0
in der Nähe von x∗ und ist Λ < 1, so hat das Newton-Raphson-Verfahren eine
Konvergenz, welche mindestens linear ist:
∣xk+1 − x∗∣ ≤ Λ∣xk − x∗∣, k = 0,1, ... (5.44)
Beﬁndet sich x0 hinreichend nahe bei x∗, so kann gezeigt werden, dass das Newton-
Raphson-Verfahren eine quadratische Konvergenz
∣xk+1 − x∗∣ ≤ C ∣xk − x∗∣2, k = 0,1, ... (5.45)





ausgewertet, so stellt dies eine unzulässige Durchdringung dar, welche durch das
Einbringen einer geeigneten Verschiebungsrandbedingung unterbunden werden kann.
Des Weiteren muss geprüft werden, ob unzulässige Kontaktkräfte wie z. B. Zugkräfte
an den Kontaktstellen auftreten, d. h.
λn < 0. (5.54)
In diesem Fall muss der Kontakt geöﬀnet werden. Dieses Verfahren ist schnell und
einfach umsetzbar, hat jedoch den Nachteil, dass der benötigte Iterationsprozess im
Allgemeinen länger als bei den zuvor angeführten Verfahren ist.
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6 Numerische Simulation
In diesem Kapitel wird das in Kapitel 4 vorgestellte Anfangsrandwertproblem zur
Beschreibung des gekoppelten chemo-elektro-mechanischen Verhaltens von Hydrogelen
für unterschiedliche Testfälle gelöst. Dazu wurde ein Finite Elemente Programm mittels
der Berechnungssoftware MATLAB© implementiert.
Um das in dieser Arbeit vorgestellte Modell zu validieren, werden in Abschnitt 6.1
die Ergebnisse der numerischen Simulation mit experimentellen Ergebnissen von Frijns
et al. [43] verglichen.
Da in dieser Arbeit auf die explizite Berechnung der auftretenden Lösungsmittelbe-
wegung verzichtet wird, ist ein Vergleich mit anderen numerischen Modellen aus der
publizierten Literatur, welche entsprechende Eﬀekte auswerten, sinnvoll. Dazu werden
in Abschnitt 6.2 Ergebnisse des hier vorgestellten Modells mit Ergebnissen des auf der
Theorie Poröser Medien basierenden Modells von Leichsenring und Wallmersperger
[65] verglichen.
Das in dieser Arbeit vorgestellte Modell stellt eine Erweiterung des von Wallmer-
sperger et al. [114] entwickelten Modells der sogenannten Mehrfeldtheorie dar. Diese
Erweiterung wurde vorgenommen, um bestimmte zeitabhängige Eﬀekte besser abbilden
zu können. Eine genauere Ausführung dazu wird, zusammen mit entsprechenden Verglei-
chen der sich ergebenden Simulationsergebnisse beider Modellvarianten, in Abschnitt
6.3 vorgenommen.
In der hier vorgestellten Modellformulierung wird eine vom Quellzustand abhängige
Konzentration gebundener Ladungsträger angenommen. Inwiefern diese Modellannahme
auch bei kleinen Deformationen Relevanz besitzt, wird in Abschnitt 6.4 dargestellt.
Nachdem das hier entwickelte Modell validiert und in den Kontext mit anderen
Modellen gestellt wurde, wird in Abschnitt 6.5 eine Untersuchung der in der Grenz-
schicht zwischen Gel und Lösungsmittel auftretenden chemo-elektrischen Vorgänge
vorgenommen.
In Abschnitt 6.6 wird das Verhalten von Hydrogelschichtsystemen anhand des nume-
rischen Beispiels eines einfachen hydrogel-basierten Biegebalkens numerisch simuliert.
Es werden die Wechselwirkungen zwischen der chemischen, der elektrischen und der
mechanischen Domäne untersucht und die erhaltenen Ergebnisse diskutiert.
53
6.1 Validierung des numerischen Modells
Um das Leistungsvermögen der hier vorgestellten Methode darzustellen, wird in
Abschnitt 6.7 das numerische Beispiel eines Hydrogel-Greifers, bestehend aus zwei
einfachen Hydrogelschichtsystemen, berechnet und auftretende Kontaktkräfte sowie
resultierende mechanische Spannungen im System ausgewertet.
6.1 Validierung des numerischen Modells
Zur Validierung des verwendeten Modells wird ein Quellversuch von Frijns et al. [43]
numerisch berechnet und die Ergebnisse der Simulation mit dem Experiment verglichen.
Zur Durchführung des Experiments wurde der äußere Faserring der Zwischenwirbel-
scheibe eines Hundes entnommen. Dieser Faserring besteht hauptsächlich aus einem
Collagennetzwerk, welches sich in einem hydrierten proteoglykanen Gel beﬁndet. Durch
den physiologischen pH-Wert und die Ionenkonzentration der interzellulären Flüssigkeit
liegen die im Material vorhandenen Carboxygruppen der Polysacchariden ionisiert vor.
Das Proteoglykan kann das bis zu 50-fache seines Eigengewichtes an Wasser aufnehmen.
Die entnommene Materialprobe hat eine zylindrische Form mit einem Durchmesser
D0 = 4mm und einer Höhe h0 = 1,06mm. Während des Quellversuches wird die Probe
in einem undurchlässigen Begrenzungsring gehalten. Über einen vertikal verschiebbaren
Kolben kann von oben eine Drucklast auf das Gel ausgeübt werden. Unterhalb der
Gelprobe beﬁndet sich ein poröser Glasﬁlter, durch welchen eine Salzlösung ﬂießt. Es
wird eine chemische Stimulation des Gels durch die Änderung der Salzkonzentration
in dieser Lösung vorgenommen. Damit sich das System zu Beginn der Untersuchung
im Gleichgewichtszustand beﬁndet, erfolgt zunächst eine Konditionierungsphase bei
einer bestimmten Ionenkonzentration der Salzlösung. Zu Beginn des Quellversuches
bei t = t0 wird die Ionenkonzentration der Salzlösung reduziert, siehe Abbildung 6.1
links. Der instationäre Quellprozess wird durch die Messung der Höhenänderung des
Gels über einen Zeitraum (tend − t0) = 6h = 21600 s quantiﬁziert.
Die numerische Simulation des Experiments erfolgt mittels des in Kapitel 4 vorgestell-
ten Kontinuummodells auf einem zweidimensionalen Gebiet unter Annahme des ebenen
Verzerrungszustandes, siehe Abbildung 6.1 rechts. Für die numerische Untersuchung
wird das Gel mit Ne = 60 × 60 4-Knoten Rechteckscheibenelementen diskretisiert.
Zum Zeitpunkt t = t0 wird das Gel auf der Unterseite durch die Verringerung der
Ionenkonzentration von csol0 = c+sol0 = c−sol0 = 458mM auf csol1 = c+sol1 = c−sol1 = 146mM
chemisch stimuliert. An allen anderen Seiten des Gels wird eine Nullﬂussrandbedingung
für die ionischen Spezies J¯ = 0 gefordert. Während des gesamten Quellversuches wirkt
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6.2 Vergleich der Mehrfeldtheorie mit der Theorie
Poröser Medien
In Kapitel 4 wurden die Kinematik, die Bilanzgleichungen sowie die Materialgleichun-
gen zusammengetragen, welche in der vorliegenden Arbeit genutzt werden, um das
gekoppelte chemo-elektro-mechanische Materialverhalten polyelektrolytischer Hydroge-
le abzubilden. Um das Modell im Kontext anderer Arbeiten auf dem Gebiet einordnen
zu können, wird in diesem Abschnitt ein Vergleich der Mehrfeldtheorie mit der Theorie
Poröser Medien vorgenommen.
Wie bereits in Abschnitt 2.2 dargestellt, stellt die TPM ein komplexes Mehrphasen-
modell dar, in welchem die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik separat für
jede Komponente der Mischung ausgewertet werden. Die Interaktionen zwischen den
unterschiedlichen Komponenten werden mittels zusätzlicher Quell- und Flussterme in
den Bilanzen berücksichtigt. Über den Volumenanteil jeder Komponente am Gesamt-
volumen können hierbei Aussagen über das Materialverhalten der Mischung getroﬀen
werden. In der MFT wird zur Formulierung der Feldgleichungen ein anderes Vorgehen
verfolgt, da das Kontinuum als klassisches Einphasenkontinuum beschrieben wird. Der
Transport der mobilen Ionen wird zwar ebenfalls über eine Massenbilanzgleichung
der Ionenspezies ausgewertet, deren Volumenanteil am lokalen Punkt bleibt jedoch
unberücksichtigt. Demnach entspricht die Konzentration der Ionen in der MFT eher
einer Feldgröße wie der Temperatur als einer Komponente im Mehrkomponentensystem.
Des Weiteren werden in der MFT im Gegensatz zur TPM die Bilanzgleichungen für das
Lösungsmittel nicht explizit formuliert. Stattdessen wird ein direkter Zusammenhang
zwischen der osmotischen Druckdiﬀerenz ∆π und der lokalen Quellung des Hydrogels
hergestellt. Durch diese Vereinfachung ist es in der MFT prinzipiell nicht möglich, die
Interaktionen zwischen dem Lösungsmittel und der Polymermatrix bzw. den Ionen zu
berücksichtigen. In der MFT sowie in der TPM wird der Transport der mobilen Ionen
auf Grundlage der Nernst-Planck-Gleichung beschrieben. Auch die Beschreibung
des elektrostatischen Feldes mittels der Poisson-Gleichung erfolgt in beiden Modellen
in einer vergleichbaren Form.
Zum Vergleich der Modelle werden im Folgenden die Ergebnisse eines einfachen Test-
falls betrachtet. Grundlage des Vergleichs bildet hierbei eine numerische Simulation von
Leichsenring et al. [65], in welcher die freie Quellung eines Hydrogels auf einem eindi-
mensionalen Gebiet mittels der MFT beschrieben wird. Die zur numerischen Simulation
verwendeten Feldgleichungen der TPM sind im Abschnitt 2.2 zusammengefasst.
Betrachtet wird ein polyelektrolytisches Hydrogel mit einer Länge L = 1mm. Die
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von Leichsenring genutzten Materialparameter für das Hydrogel werden in Tabelle 6.2
dargestellt. Es wird angenommen, dass sich das Hydrogel in einem Lösungsbad mit einer
Tabelle 6.2: Verwendete Materialparameter in der Arbeit von Leichsenring [65].
Materialparameter Variable Wert
Hydraulische Leitfähigkeit κF 0,1 ⋅ 10−9m/s
Eﬀektives Gewicht der Flüssigkeit γF 1 ⋅ 104N/m3
Elastizitätsmodul der Polymermatrix ES 300 kPa
Relative Permittivität im Gelgebiet ǫr 80
Diﬀusionskonstante mobile Anionen D− 0,5 ⋅ 10−3m2/s
Diﬀusionskonstante mobile Kationen D+ 0,5 ⋅ 10−3m2/s
Ladungszahl der Anionen z− -1
Ladungszahl der Kationen z+ +1
Ladungszahl der gebundenen Ladungsträger zfc -1
Konzentration gebundener Ladungsträger t = 0 cfc 300mol/m3
Volumenanteil der Polymermatrix t = 0 ϕS 0,1
Ionenkonzentration von c+sol0 = c−sol0 = 1000mM bei einer Temperatur T = 293K beﬁndet.
Im Rahmen dieser Betrachtung wird ausschließlich das Hydrogelgebiet untersucht.
Die entsprechenden Konzentrationen und das elektrische Potential, welche sich in
hinreichend großem Abstand von der Grenzschicht zwischen dem Lösungsbad und dem
Gel beﬁnden, werden über das analytische Donnan-Gleichgewicht ermittelt. Das Gel
ist an seiner linken Seite ﬁxiert, während sich die andere Seite frei bewegen kann. Es
wird kein externes elektrisches Feld aufgeprägt. Des Weiteren wird das Hydrogel zum
Zeitpunkt t = 0 als deformationsfrei angesehen. Die verwendete Geometrie mit den
entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen sind in Abbildung 6.3 dargestellt.
Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Konzentration der gelösten Ionen im gesamten um-
gebenden Lösungsbad auf c+sol1 = c−sol1 = 800mM reduziert. Durch die Änderung der
Ionenkonzentration im Lösungsbad ändert sich das Donnan-Gleichgewicht und damit
die Ionenkonzentration und das elektrische Potential am Rand des Hydrogels. Die
entsprechenden Ionenkonzentrationen, das elektrische Potential sowie der osmotische
Druck im Hydrogel im Anfangs- sowie im neuen Donnan-Gleichgewichtszustand
werden in Tabelle 6.3 und Tabelle 6.4 wiedergegeben. Durch das Reduzieren der Ionen-
konzentration im Lösungsbad erhöht sich der osmotische Druck im Gelgebiet. Dieser
Anstieg des osmotischen Drucks führt entsprechend zur Wasseraufnahme des Gels und
damit zur Quellung. Hierbei ist der Flüssigkeitsstrom direkt nach der Änderung der
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Tabelle 6.4: Ionenkonzentrationen, osmotischer Druck sowie elektrisches Potential im






der TPM wird über die Diﬀusionskonstante der diﬀusive Transport der mobilen Ionen
im Gel, d. h. im Polymer-Wasser Gemisch beschrieben. Während des Quellvorganges
nimmt die Konzentration mobiler Ionen im Gelgebiet ab, wie in Abbildung 6.5a
dargestellt wird. Die Wassermenge nimmt während des Quellvorganges zu, d. h.der
Strom mobiler Ionen und der Wasserstrom im Gel sind während des Quellvorganges
prinzipiell entgegengerichtet. Als Folge dieser Betrachtung muss zur Untersuchung des
gleichen Systems die Diﬀusionskonstante, welche in der MFT genutzt wird, deutlich
kleiner sein als die entsprechende Diﬀusionskonstante in der TPM.
Die zur Simulation verwendeten Materialparameter der MFT sind in Tabelle 6.5
zusammengestellt. Zur Simulation des zuvor beschriebenen Systems werden unter
Anwendung der MFT die gleichen Anfangs-, Rand- und Übergangsbedingungen wie im
zuvor beschriebenen Modell genutzt. Es wird weiterhin ausschließlich das Gelgebiet
untersucht. Die zeitliche Entwicklung des Verschiebungsfeldes zeigt hierbei übereinstim-
mende Ergebnisse mit der TPM, siehe Abbildung 6.5b. Im Vergleich der Ergebnisse
des zeitlichen Verlaufs der Kationenkonzentration zeigt sich, dass die Ergebnisse quali-
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Ladungsträger cfc = cfc0 angenommen.
Das betrachtete System ist eine quadratische Hydrogelscheibe mit der Kantenlänge
2h = 2mm und Einheitsdicke. Es wird angenommen, dass die Konzentration mobiler
Ionen im Lösungsbad nicht von der Anwesenheit des Gels verändert wird. Dann
ist es ausreichend, nur eine sehr dünne Schicht mit einer Dicke hS = 2 ⋅ 10−7m aus
Lösungsmittel um das Gel herum zu modellieren. Da es sich um ein doppelsymmetrisches
System handelt, wird die Untersuchung nur auf einem Viertel des betrachteten Systems











Abbildung 6.13: Vorgabe der Ionenkonzentration im Lösungsbad (links) und Geometrie
des betrachteten Gels (rechts).
Betrachtet wird ein anionisches Hydrogel mit einer Konzentration gebundener La-
dungsträger cfc- = 1mM, welche einen Wert wie in der Arbeit von Wallmersperger et al.
[109] besitzen. Die mobilen Ionen weisen Diﬀusionskonstanten D+ =D− = 5 ⋅ 10−10m2/s
im Gel und D+ = 1,33 ⋅ 10−9m2/s und D− = 2,03 ⋅ 10−9m2/s im Lösungsbad auf. Hierbei
entsprechen die Diﬀusionskonstanten im Lösungsbad derer von Na+ und Cl−-Ionen in
Wasser, siehe Yuan-Hui und Gregory [120]. Da die Bewegung der Ionen im Gelgebiet
aufgrund der unterschiedlichen Interaktionen im Gel langsamer ausfällt, wurden hier
Diﬀusionskonstanten entsprechend der Arbeit von Acartürk [3] verwendet. Die rela-
tive Permittivität von Gel und Lösungsbad wird mit ǫr = 80, d. h. derer von Wasser
festgelegt, siehe dazu Catenaccio et al. [19]. Der Elastizitätsmodul des Gels beträgt
E = 10kPa, der Quellkoeﬃzient hat einen Wert von Γ = 5 ⋅ 10−4 1/Pa. Damit entspricht
der Elastizitätsmodul dem von Matzelle et al. [76] für Poly(N-isopropylacrylamid)
bestimmten Wert. Der Wert des Quellkoeﬃzienten wurde so festgelegt, dass die in der
Kinematik getroﬀene Annahme kleiner Deformationen gerechtfertigt ist.
Am äußeren Rand des Lösungsbades wird ein elektrisches Potential Ψ¯ = 0 gefordert.
Das System liegt bei t = 0 im unverformten Zustand vor und beﬁndet sich im Donnan-
Gleichgewicht bei einer Konzentration mobiler Ionen im Lösungsbad c¯sol0 = 1mM.
Für t > 0 wird die Konzentration im Lösungsbad auf c¯sol1 = 0,5mM reduziert, siehe
Abbildung 6.13 links. Das Gel wird frei quellen gelassen und es werden keine äußeren
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schen Feld berücksichtigt, so ist der osmotische Druck am äußeren Rand kurzzeitig
geringfügig höher als im stationären Zustand. Dies liegt darin begründet, dass die
äußersten ﬁniten Elemente sehr schnell den passenden Quellzustand entsprechend ihrer
Konzentration gebundener Ladungsträger einnehmen. Da sie in ihrer Quellung durch
die Elemente weiter innen im Gel mechanisch behindert werden, reduziert sich die
Konzentration gebundener Ladungsträger erst mit fortschreitender Zeit.
Mechanische Spannungen treten im Zuge der in diesem Beispiel betrachteten freien
Quellung, d. h. ohne Aufbringen mechanischer Lasten oder Vorgabe von Verschiebungs-
randbedingungen, ausschließlich durch deviatorische Anteile des Verzerrungstensors
auf. Aufgrund der Formänderung während des Quellvorganges treten mechanische
Spannungen, insbesondere an den Rändern des Gels, auf. Schubspannungen treten
insbesondere an den Ecken des Gels auf. Erst im stationären Zustand ist das Gel frei von
mechanischen Spannungen. In den Abbildungen 6.16 und 6.17 werden die Normalspan-
nung σxx sowie die Schubspannung τxy zu den Zeitpunkten t = 0,2,10,100,400,6000 s
für das gesamte Hydrogel dargestellt für den Fall, dass eine Rückkopplung vom me-
chanischen zum chemischen Feld existiert und für den Fall, dass diese Rückkopplung
nicht auftritt. Es ist oﬀensichtlich, dass die auftretenden mechanischen Spannungen
geringer ausfallen, wenn eine Rückkopplung berücksichtigt wird, da der osmotische
Druck ebenfalls geringer ist.
Durch die vorhergehende Untersuchung wird deutlich, dass die Berücksichtigung einer
vom Volumen des ﬁniten Elements abhängigen Konzentration gebundener Ladungsträ-
ger relevant ist. Dies verdeutlicht sich darin, dass auch bei kleinen Deformationen ein
nicht vernachlässigbarer Einﬂuss auf die Lösung des gekoppelten Feldproblems besteht.
Deswegen wird empfohlen, eine entsprechende Rückkopplung zu berücksichtigen. An
dieser Stelle wird eine gewisse Inkonsistenz begangen, da oﬀensichtlich auch weitere
Größen im betrachteten Feldproblem verzerrungsabhängig sind und entsprechend der
Theorie großer Verformungen von der Anfangskonﬁguration zur aktuellen Konﬁguration
transformiert werden müssten. Da die Konzentration gebundener Ladungsträger anders
als andere Feldgrößen auch bei kleinen Verzerrungen einen entscheidenden Einﬂuss auf
die Lösung des Feldproblems besitzt, wird für diese Größe eine Ausnahme gemacht
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6.5 Untersuchung der Grenzschichtdicke
Stehen sich zwei elektrisch geladene Bereiche gegenüber, wovon mindestens ein Bereich
ein Ionenleiter darstellt, so kommt es zwischen ihnen im Allgemeinen zur Ausbildung
einer sogenannten elektrochemischen Doppelschicht. Innerhalb der elektrochemischen
Doppelschicht liegt ein großer Gradient im elektrischen Potential sowie in der Konzen-
tration beweglicher Ionen vor. Elektrochemische Doppelschichten treten beispielsweise
zwischen einer Elektrode und einem umgebenden Lösungsmittelbad oder auch zwischen
zwei durch eine semipermeable Membran getrennte Lösungsmittelbäder auf. Auch an
der Phasengrenze zwischen Hydrogel und umgebendem Lösungsmittelbad kommt es
zur Ausbildung einer elektrochemischen Doppelschicht, da sich hier elektrisch geladene
Bereiche gegenüberstehen. Das Ausmaß dieser geladenen Bereiche wird gemeinhin über
die Debye-Länge bzw. Abschirmlänge λD beschrieben. Die Debye-Länge ist hierbei
diejenige charakteristische Länge, innerhalb welcher das elektrische Potential einer
Einzelladung auf das 1
e












Demnach ist die Grenzschichtdicke eine Funktion der Permittivität sowie der Ionen-
konzentration im Gebiet. Hierbei bezeichnen NA die Avogadro-Konstante und kB
die Boltzmann-Konstante. Um die Größe der gesamten Grenzschicht, d. h. auf der
Seite des Gels und auf der Seite des Lösungsmittelbades zu quantiﬁzieren, werden die
Verläufe des elektrischen Potentials Ψ sowie der Konzentration mobiler Anionen c− und
mobiler Kationen c+ betrachtet.
In der Grenzschicht zwischen Gel und Lösungsmittelbad existiert ein großer Gradient
im elektrischen Potential sowie in der Konzentration mobiler Ladungsträger. Als
Grenzschicht wird im Folgenden diejenige Schicht bezeichnet, in welcher der Wert
der Konzentration bzw. des elektrischen Potentials um einen bestimmten Wert vom
Donnan-Gleichgewicht abweicht. Dabei wird unterschieden, ob das elektrische Potential
oder die Konzentration einer der beteiligen Ionensorten als Kriterium verwendet wird.
Nach dieser Deﬁnition beﬁndet sich die Grenzschicht im Bereich xG1 ≤ x ≤ xG2, siehe
Abbildung 6.18. Wird zur Bestimmung der Grenzschicht das elektrische Potential
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betrachtet, so werden xG1 und xG2 durch die Schranken Ψ2 und Ψ1 deﬁniert, mit
Ψ2 = Ψgel + ξ∆Ψ, (6.10)
Ψ1 = Ψsol − ξ∆Ψ, mit 0 ≤ ξ ≤ 1 (6.11)
Hierbei stellt ∆Ψ = Ψsol − Ψgel die Potentialdiﬀerenz zwischen dem Lösungsmittel-
und dem Gelgebiet im Gleichgewichtszustand dar und ξ einen Wert zwischen 0 und 1,
innerhalb welchem die Grenzschicht deﬁniert wird. Die Ermittlung der Grenzschichtdicke








Abbildung 6.18: Schematische Darstellung des Grenzschichtbereiches.
Im Folgenden wird die Grenzschichtdicke zwischen einem anionischen Hydrogel
und einem Lösungsmittelbad im Gleichgewichtszustand für den eindimensionalen Fall
untersucht. Dazu wird ein System bestehend aus einem Hydrogel der Breite bgel = 4mm
inmitten zweier Lösungsmittelbäder mit der jeweiligen Breite bsol = 1mm betrachtet,
siehe Abbildung 6.19. Es sei angemerkt, dass die Abmessungen des betrachteten Gels
bzw. des Lösungsmittelbades keinen Einﬂuss auf die Größe der sich ausbildenden




Abbildung 6.19: Schematische Darstellung der betrachteten Geometrie auf einem eindi-
mensionalen Gebiet. Betrachtet wird ein Gel, welches auf der linken
sowie der rechten Seite an ein Lösungsmittelbad grenzt.
werden die entsprechenden Diﬀerentialgleichungen des chemo-elektrischen Feldproblems
nach Abschnitt 4 auf einem eindimensionalen Gebiet gelöst. Am Rand des Gebietes
werden Dirichlet-Randbedingungen, d. h. die Ionenkonzentrationen c+ und c− sowie
das elektrische Potential Ψ vorgegeben. Als Anfangsbedingung wird die analytischen
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Tabelle 6.6: Verwendete Materialparameter.
Materialparameter Lösungsbad Gel 1 Gel 2
Elastizitätsmodul E (kPa) - 10 10
Poissonzahl ν (-) - 0,499 0,499
Quellkoeﬃzient Γ (1/Pa) - 1 ⋅ 10−4 siehe Tabelle 6.7
Diﬀusionskonstante D+ (m2/s) 1,33 ⋅ 10−9 5 ⋅ 10−10 5 ⋅ 10−10
Diﬀusionskonstante D− m2/s) 2,03 ⋅ 10−9 5 ⋅ 10−10 5 ⋅ 10−10
Relative Permittivität ǫr (-) 80 80 80
Gebundene Anionen cfc- (mM) 0 0,5 siehe Tabelle 6.7
Gebundene Kationen cfc+ (mM) 0 0 siehe Tabelle 6.7








cfc- (mM) 1 0 0
cfc+ (mM) 0 1 0
Γ (1/Pa) 1 ⋅ 10−4 1 ⋅ 10−4 0
Anfangsbedingungen Es wird angenommen, dass das Schichtsystem ausreichend
lange in einer NaCl-Salzlösung mit einer Ionenkonzentration von c+sol0 = c−sol0 = 1mM
gelagert wurde und somit im entsprechenden Gleichgewichtszustand vorliegt. Zur
Ermittlung des korrekten Anfangszustandes des chemo-elektrischen Feldes wird eine
vorhergehende Rechnung durchgeführt. Diese Berechnung ist nötig, um die Vertei-
lung der mobilen Anionen und Kationen in den Gebieten und insbesondere in den
Grenzschichten zwischen benachbarten Gebieten zu ermittelt. Die vorhergehende Rech-
nung erfolgt unter Vorgabe des entsprechenden Donnan-Gleichgewichtszustandes nach
den Gleichungen (3.16a), (3.16b) und (3.19). Im Anfangszustand liegt das Schicht-
system im unverformten Zustand vor, d. h. alle Verschiebungswerte sind Null. Die
Anfangsbedingungen für das chemo-elektrische Feld sind in Tabelle 6.8 aufgelistet.
Randbedingungen Zum Zeitpunkt t = 0 wird das Hydrogelschichtsystem aus dem Lö-
sungsbad entnommen und in eine NaCl-Lösung mit einer Konzentration von c+sol1 = 0,5mM
und c−sol1 = 0,5mM gebracht und damit chemisch stimuliert. Dazu wird eine entspre-
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chende Dirichlet-Randbedingung am äußeren Rand des Lösungsbades vorgegeben.
Es wird kein externes elektrisches Feld angelegt. Die Impulsbilanz zur Berechnung des
mechanischen Feldes wird nur auf dem Gebiet des Hydrogelschichtsystems ausgewertet.
Am freien Rand des Hydrogelschichtsystems wird deswegen Spannungsfreiheit gefordert,
d. h. σij ⋅ ni = 0. Die mechanische Bindung auf der linken Seite des Hydrogels erfolgt
durch Vorgabe der Verschiebungswerte ux(x = 0, y = 0) = 0 und uy(x = 0) = 0), siehe
Abbildung 6.23.
Analytische Ergebnisse Durch die Verminderung der Konzentration mobiler Ionen im
Lösungsbad kommt es zur Ausbildung eines neuen Donnan-Gleichgewichtszustandes
zwischen dem Gelsystem und dem Lösungsbad. Hierfür können die Ionenkonzentrationen
und das sich einstellende elektrische Potential außerhalb der Grenzregionen analytisch
nach den Gleichungen (3.16a), (3.16b) und (3.19) ermittelt werden. Die Konzentration
mobiler Anionen und Kationen in den Gelen nimmt dabei ab und der Betrag des
Donnan-Potentials nimmt zu. Die resultierende osmotische Druckdiﬀerenz kann über
Gleichung (3.11) ausgewertet werden. Durch die Reduktion der Ionenkonzentration
im Lösungsbad nimmt ∆π −∆π0 für die ionischen Gele einen positiven Wert an, d. h.
das Gelsystem quillt. Innerhalb des neutralen Gels ist der entsprechende osmotische
Diﬀerenzdruck Null. Die berechneten Ergebnisse für das neue Gleichgewicht werden
zusammen mit den Anfangsbedingungen des chemo-elektrischen Feldes in Tabelle 6.8
wiedergegeben.
Numerische Ergebnisse Unter Vorgabe der genannten Anfangs- und Randbedingun-
gen werden die chemo-elektro-mechanischen Feldgleichungen unter Anwendung der
Finite-Elemente-Methode gelöst. In Abbildung 6.24 werden die Ergebnisse für die sich
ergebenden Ionenkonzentrationen entlang der y-Koordinate bei x = Lgel/2 im Gleichge-
wichtszustand dargestellt. Außerhalb der Grenzschichtregionen zwischen angrenzenden
Gebieten (Lösungsbad, Gel 1 und Gel 2) liegen die Ergebnisse der analytischen und
der numerischen Berechnung für das chemo-elektrische Feld identisch übereinander.
Das analytische Modell ist hierbei jedoch nicht in der Lage, die Verteilung der mobilen
Ionen und des elektrischen Potentials in den Grenzschichtregionen zu beschreiben. Des
Weiteren kann das analytische Modell ausschließlich für die Berechnung des Systems
im Gleichgewichtszustand verwendet werden.
Die Grenzschicht zwischen zwei angrenzenden Gebieten zeichnet sich durch eine
von Null verschiedene Raumladungsdichte aus, d. h. Elektroneutralität ist lokal nicht
gegeben. Die Verletzung der Elektroneutralität resultiert in einer Änderung des Verlaufes
des elektrischen Potentials. Aufgrund der vorhandenen Raumladungsdichte tritt ein
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Tabelle 6.8: Analytische Ergebnisse für die Konzentration mobiler Ionen sowie für das












c+0 (mM) in Gel 1 1,2808 1,2808 1,2808
c−0 (mM) in Gel 1 0,7808 0,7808 0,7808
c+0 (mM) in Gel 2 1,6180 0,6180 1,0000
c−0 (mM) in Gel 2 0,6180 1,6180 1,0000
Ψ0 (V) in Gel 1 −0,0064 −0,0064 −0,0064
Ψ0 (V) in Gel 2 −0,0124 0,0124 0
c+ (mM) in Gel 1 0,8090 0,8090 0,8090
c− (mM) in Gel 1 0,3090 0,3090 0,3090
c+ (mM) in Gel 2 1,2071 0,2071 0,5000
c− (mM) in Gel 2 0,2071 1,2071 0,5000
Ψ (V) in Gel 1 −0,0124 −0,0124 −0,0124
Ψ (V) in Gel 2 −0,0226 0,0226 0(∆π −∆π0) (Pa) in Gel 1 137,5 137,5 137,5(∆π −∆π0) (Pa) in Gel 2 441,4 441,4 0
elektrischer Potentialgradient in der Grenzschicht auf. Dieser Gradient ist verantwortlich
für einen migrativen Fluss mobiler Ionen und dadurch für eine Umverteilung der
beweglichen Ionen.
In Abbildung 6.25a und 6.25b ist die Verteilung der mobilen Kationen und Anionen
in der Grenzschicht zwischen Gel 1 und Gel 2 über die y-Koordinate an der Stelle
x = LG/2 im Gleichgewichtszustand für die verschiedenen Testfälle dargestellt. Diese
sind außerhalb der Grenzschicht annähernd konstant und identisch mit den Ergebnissen
der analytischen Berechnung. Innerhalb der Grenzschichtregionen sind die Verläufe
in y-Richtung monoton steigend bzw. fallend, wobei die Verteilungen der mobilen La-
dungsträger stark durch auftretende migrative Flüsse beeinﬂusst werden. In Abbildung
6.25d ist der Verlauf des elektrischen Potentials über die y-Koordinate aufgetragen.
Auch hier entsprechen die Ergebnisse außerhalb der Grenzschichten den Ergebnissen
des analytischen Modells, während innerhalb der Grenzschicht ein kontinuierlicher
Verlauf vorliegt. Oﬀensichtlich ist der Gradient des elektrischen Potentials deutlich
größer, wenn ein anionisches mit einem kationischen Gel (Testfall 2) kombiniert wird,
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und des anionisch-kationischen Schichtsystems (Testfall 2) gleich groß ist. Im Falle der
chemischen Stimulation durch Änderung der Ionenkonzentration im Lösungsbad ist
der osmotische Druck ausschließlich von der Konzentration gebundener Ladungsträger
abhängig, und nicht von ihrer Valenz. Die Durchbiegung des Schichtsystems sind in
Tabelle 6.9 für die verschiedenen Testfälle aufgelistet. Es sei darauf hingewiesen, dass
sich das Schichtsystem im Testfall 1 und 2 nach unten durchbiegt, während es sich im
Testfall 3 nach oben biegt. Der Betrag der Verschiebung der Gelspitze in y-Richtung
ist hierbei in den drei betrachteten Fällen jeweils größer als in x-Richtung. Im Testfall
3, d. h. in der Kombination aus anionischen und neutralen Gel, ist der Betrag der
Verschiebung in x- und y-Richtung am geringsten, was auf die geringere Konzentration
gebundener Ladungsträger zurückzuführen ist. Wird für den Testfall 3 die Konzentrati-
on gebundener Anionen im Gel 1 auf 1mM angehoben, so lässt sich zeigen, dass die
Auslenkung der Gelspitze deutlich größer ausfällt als im Testfall 1 und 2. Dann beträgt
die Verschiebung in y-Richtung uy = 0,9547mm und in x-Richtung ux = 0,1085mm.
Tabelle 6.9: Verschiebung der Spitze des Hydrogelschichtsystems utipy und u
tip
x in x- und
y-Richtung im Gleichgewichtszustand.




x (mm) 0,1429 0,1429 0,0344
u
tip
y (mm) −0,6520 −0,6520 0,3027
Zeitverhalten Im Folgenden wird das Zeitverhalten eines Hydrogelschichtsystems
entsprechend Testfall 3 (anionisch-neutral) untersucht. Dazu wird das System in einem
Zeitintervall 0 ≤ t ≤ 800 s, sowie im stationären Zustand, d. h. t→∞ betrachtet.
Aufgrund der geringen Größe des modellierten Lösungsbades ist dessen Einﬂuss auf
das Zeitverhalten des Hydrogelschichtsystems vernachlässigbar klein. Bei Senkung der
Ionenkonzentration im Lösungsbad reduziert sich die Konzentration mobiler Ladungs-
träger am äußeren Rand des Gelsystems sofort, siehe Abbildung 6.26a und 6.26b. Die
daraufhin folgende Absenkung der Konzentration mobiler Ionen in den Gelgebieten
erfolgt langsam, da diese maßgeblich durch den Diﬀusionsprozess gekennzeichnet ist
und der Einﬂuss der Migration vergleichsweise gering ist. Die Referenzkonzentratio-
nen im System breiten sich nach Gleichung 4.94 aus, d. h. ihre Ausbreitung erfolgt
ausschließlich diﬀusiv, siehe Abbildung 6.26c. Außerhalb der Grenzschichten liegt Elek-
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troneutralität vor, d. h. Ψ,ii = 0. Für t = 0 und t →∞ kann das elektrische Potential
im Gelgebiet über die Donnan-Potentialdiﬀerenz ausgewertet werden. Für t > 0 ist
innerhalb der Gelgebiete ein Gradient im elektrischen Potential vorhanden. Hierbei sei
angemerkt, dass dieser Eﬀekt ausschließlich in Schichtsystemen mit unterschiedlichen
Konzentrationen gebundener Ladungsträger zu beobachten ist. Er tritt aufgrund der
Ausbildung unterschiedlicher Potentialdiﬀerenzen an den jeweiligen Grenzschichten
zutage und verschwindet, sobald der Diﬀusionsprozess im Gelsystem abgeschlossen ist.
Die Ausbildung des elektrischen Potentialverlaufes ist in Abbildung 6.26d dargestellt.
Der Ionenﬂuss durch Migration, welcher aufgrund des elektrischen Potentialgradienten
außerhalb der Grenzschichtregionen auftritt, hat einen Einﬂuss auf den zeitlichen
Verlauf der osmotischen Druckdiﬀerenz, siehe Abbildung 6.27.
Es wird beobachtet, dass die osmotische Druckdiﬀerenz im anionischen Gel lokal
zeitweise negativ wird, das bedeutet, dass es kurzzeitig zur lokalen Schrumpfung des Gels
kommt. Im neutralen Gel ist die osmotische Druckdiﬀerenz Null, da keine gebundenen
Ladungsträger vorhanden sind, welche zur Bildung einer osmotischen Druckdiﬀerenz
nötig sind. Aufgrund der chemischen Stimulation kommt es zum Quellvorgang von Gel
1, während keine Quellung im Gel 2 vorhanden ist. Somit biegt sich das Schichtsystem,
wie zuvor besprochen, nach oben bzw. in positive y-Richtung. Der zeitliche Verlauf der
Auslenkung der Gelspitze wird in Abbildung 6.27b dargestellt. 95% der Auslenkung
des Biegeaktors werden nach t95 ≈ 255 s erreicht.
Durch die chemische Stimulation des Schichtsystems und der Wasseraufnahme von
Gel 1 werden im System mechanische Spannungen erzeugt. Diese sind in Abbildung
6.28, 6.29 und 6.30 für den Gleichgewichtszustand dargestellt. Aufgrund der durch Gel
2 in x-Richtung behinderten Quellung von Gel 1 erfährt Gel 1 eine Druckspannung
σxx < 0, während Gel 2 durch Zug belastet wird. Als Folge biegt sich das Schichtsystem
in positive y-Richtung. Die betragsmäßig größten Normalspannungen in x-Richtung
treten am Übergang zwischen beiden Gelen auf, mit ∣σxx∣ = 68,77Pa in Gel 1 und in Gel
2 auf. Dieses Ergebnis ist in guter Übereinstimmung mit der Timoshenko-Balkentheorie
[103] für Bimetallstreifen:
σmaxxx = E2 (Γgel2 − Γgel1)(∆π −∆π0) = 68,75Pa. (6.13)
Die Normalspannung σyy sind im Hydrogelschichtsystem annähernd Null, mit Ausnahme
der Spitze, an welcher es zur Ausbildung von Randeﬀekten kommt. Die Schubspannun-
gen σxy konzentrieren sich in am Ende des Hydrogelstreifens, während sie im restlichen







6.7 Anwendung am Beispiel eines hydrogelbasierten Greifers











Abbildung 6.33: Kontaktkraft zwischen den Kontaktﬂächen
zudem Schubspannungen in der freien Ecke des anionischen Gels auf, da der Quellvor-
gang hier besonders schnell aufgrund kurzer Diﬀusionslängen in zwei Raumrichtungen
erfolgt. Da der Quellprozess des anionischen Gels von außen nach innen abläuft, tre-
ten Normalspannungen in x−Richtung im anionischen Gel zunächst außen auf. Mit
fortschreitender Zeit nehmen die Druckspannungen im anionischen Gel infolge der
zunehmenden Volumenexpansion und derer Behinderung durch das neutrale Gel zu.
Entsprechend nehmen die Zugspannungen im neutralen Gel zu, da das neutrale Gel
durch die Quellung des anionischen Gels mechanisch gestreckt wird. Die hier nicht dar-
gestellten Normalspannungen in y-Richtung treten ausschließlich an der Einspannung,
sowie am freien Ende der Greiferarme auf.
91

7 Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wurde ein kontinuumsmechanisches Modell zur numerischen
Untersuchung des Verhaltens polyelektrolytischer Hydrogele und Hydrogelschicht-
systeme vorgestellt. Hierbei wurde insbesondere Wert auf die Berücksichtigung des
mikrostrukturellen Aufbaus sowie auf die im Hydrogel auftretenden inneren Prozesse
gelegt. Die erfassten Phänomene beﬁnden sich dabei in der chemischen, elektrischen so-
wie in der mechanischen Domäne. Die verwendeten Bilanzgleichungen umfassen hierbei
die Massenerhaltung, die Impuls- und Drehimpulsbilanz, sowie die Maxwellschen
Gleichungen der Elektrostatik. Zur Beschreibung des chemischen Feldes wird der Io-
nentransport infolge von migrativen sowie durch diﬀusive Flüsse erfasst. Des Weiteren
gestattet die gewählte Modellformulierung prinzipiell die Berücksichtigung chemischer
Umwandlungsprozesse sowie advektiver Flussbeiträge. Phänomene, welche innerhalb
der elektrischen Domäne auftreten, werden über die Einbindung der Poisson-Gleichung
der Elektrostatik beschrieben. In Anlehnung an die Arbeiten von Wallmersperger et
al. und Attaran et al. wird die Quellung des Hydrogels über eine osmotische Dehnung
in die Impulsbilanz eingearbeitet. Die lokale osmotische Dehnung ergibt sich dabei
direkt als Folge einer osmotischen Druckdiﬀerenz zum umgebenden Lösungsbad. Zur
Berechnung des osmotischen Druckes wird die Verteilung der mobilen Anionen und
Kationen, sowie eine geeignete Referenzkonzentration ausgewertet.
Unter Vorgabe geeigneter Anfangs-, Sprung- und Randbedingungen wird das sich er-
gebende System partieller Diﬀerentialgleichungen mittels der Finite-Elemente-Methode
gelöst. Dazu werden die Feldgleichungen in die entsprechenden schwachen Formen
überführt und mittels des Newton-Raphson Verfahren linearisiert. Die zeitliche
Diskretisierung erfolgt über das implizite Euler-Verfahren.
Zur Validierung wurde ein Vergleich der erhaltenen Simulationsergebnisse mit experi-
mentellen Ergebnissen von Frijns et al. vorgenommen. Hierbei zeigte sich eine exzellente
Übereinstimmung der numerischen mit den experimentellen Ergebnissen.
Im genutzten Modell wird die Bewegung des Lösungsmittels im Hydrogel nicht expli-
zit beschrieben. Entsprechend wurde ein Vergleich mit einem auf der Theorie Poröser
Medien basierenden Modells von Leichsenring und Wallmersperger vorgenommen, um
die Auswirkungen dieser Vereinfachung abzuschätzen. Es zeigte sich, dass der Quellver-
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lauf des Hydrogels in beiden Modell übereinstimmt, es durch die Vernachlässigung der
Wasserbewegung jedoch zu einem zeitlichen Versatz in der Ausbreitung der mobilen
Ionen zwischen beiden Modellen kommt.
Da das hier vorgestellte Modell eine Erweiterung des Modells von Wallmersperger
sowie von Attaran et al. darstellt, wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Vergleich zwi-
schen beiden Modellvarianten durchgeführt. Dabei konnte gezeigt werden, dass mit
dem in dieser Arbeit formulierten Modell insbesondere der zeitliche Verlauf der Hydro-
gelquellung qualitativ besser abgebildet werden kann. Für den Gleichgewichtszustand
wurden jeweils identische Lösungen ermittelt.
In Anlehnung an die Vorarbeiten von Wallmersperger und Attaran et al. wird in dieser
Arbeit die Kopplung zwischen der mechanischen und der chemo-elektrischen Domäne
über eine quellgradabhängige Konzentration gebundener Ladungsträger realisiert. Dazu
wurde eine Untersuchung vorgenommen, inwieweit diese Formulierung Relevanz bei
der Betrachtung kleiner Deformationen besitzt. Die Untersuchung zeigte, dass der
resultierende Quellgrad bei freier Quellung signiﬁkant geringer ausfällt als wenn die
entsprechende Rückkopplung von der mechanischen zur chemo-elektrischen Domäne
vernachlässigt wird.
Mittels der hier vorgestellten Modellformulierung wurde das chemo-elektrische Ver-
halten in der Grenzschicht zwischen Gel und Lösungsbad untersucht. Hierbei konnte
gezeigt werden, dass die Grenzschichtdicke insbesondere von der relativen Permittivität
des Gelgebiets abhängig ist. Für Permittivitäten εr > 40 konnte eine annähernd lineare
Abhängigkeit zwischen der relativen Permittivität und der Grenzschichtdicke beobach-
tet werden. Auch die Konzentration gebundener Ladungsträger im Gelgebiet zeigte
einen Einﬂuss auf die Größe der sich ausbildenden Grenzschichtdicke. Hierbei nahm
der Einﬂuss der Konzentration gebundener Ladungsträger auf die Grenzschichtdicke
mit zunehmender Konzentration gebundener Ladungsträger ab.
Das gekoppelte chemo-elektro-mechanischen Verhaltens von Hydrogelschichtsyste-
men unter chemischer Stimulation wurde am Beispiel eines einfachen Biegeaktuators
bestehend aus zwei übereinander geschichteten Hydrogelen untersucht. Dazu wurde
insbesondere der Einﬂuss der Materialpaarung auf die sich ergebende Auslenkung der
Gelspitze betrachtet. Weiter konnten durch diese Untersuchung Einblicke in die sich
ergebenden Verläufe der Primärvariablen in der Grenzschicht zwischen den Hydrogel-
schichten, sowie im gesamten Gelgebiet geschaﬀen werden. Dabei stellte sich heraus,
dass – aufgrund ihrer geringen Abmessungen – die Auswirkungen der Vorgänge in der
Grenzschicht für das Gesamtverhalten des Schichtsystems vernachlässigbar klein sind.
Um das Leistungsvermögen der gewählten Methode zu demonstrieren, wurde ein
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